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coφ(a) = 2e(e > 0)の表を以下に示す.

a pfac.

e = 1

4 22

e = 2

8 23

6 2 · 3
e = 3

16 24

12 22 · 3
14 2 · 7

e = 4

32 25

24 23 · 3
28 22 · 7

e = 5

64 26

48 24 · 3
56 23 · 7
62 2 · 31

表 1

定理 1. coφ(a) = 2e(e > 0)の解は a = 2e+1 と a = 2εp(p = 2e−ε+1 − 1, p ∈ prime)と書ける.

Proof. a = 1とすると coφ(a) = 0より 2e > 0に矛盾.

また a = 2とすると coφ(a) = 1より e > 0に矛盾.

したがって a ̸= 1, 2より φ(a) : evenとなる.

よって a : evenであるから a = 2εL(ε > 0, L : odd)と書ける.
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これを coφ(a) = 2e に代入すると

2εL− 2ε−1φ(L) = 2e

2e−1{2L− φ(L)} = 2e

2L− φ(L) = 2e−ε+1

L = 1とすると 2− 1 = 2e−ε+1 より 2e = 2ε−1 である.

したがって e = ε− 1,つまり ε = e+ 1となるので a = 2e+1 と書ける.

つぎに L ̸= 1の場合を考える.

L > 1より Lは少なくとも 1つの素因数を持っているので

L = pfM(p : odd prime, f > 0,M : odd, p̸|M)と書ける.

これを 2L− φ(L) = 2e−ε+1 に代入すると

2 · pfM − pf−1(p− 1)φ(M) = 2e−ε+1

pf−1{2pM − (p− 1)φ(M)} = 2e−ε+1 gcd(p, 2) = 1より pf−1 = 1,つまり f = 1となる.

よって 2pM − (p− 1)φ(M) = 2e−ε+1

pM − p− 1

2
φ(M) = 2e−ε である.

(1)
p− 1

2
φ(M) : evenの場合

　　　 pM : oddより 2e−ε = 1となるから e = εである.

　　　したがって pM − p− 1

2
φ(M) = 1となる.

　　　 (i) M = 1の場合

　　　　　　 p− p− 1

2
= 1より p+ 1 = 2,つまり p = 1となるがこれは p ∈ primeに矛盾.

　　　 (ii) M > 1の場合

　　　　　　このときM − φ(M) ≥ 1である.

　　　　　　M − φ(M) > 1とすると φ(M) < M − 1となる.

　　　　　　これを pM − p− 1

2
φ(M) = 1に代入すると

　　　　　　 pM − p− 1

2
(M − 1) < 1

　　　　　　 pM − p− 1

2
M +

p− 1

2
< 1

　　　　　　M
p+ 1

2
+

p− 1

2
< 1

　　　　　　ここでM
p+ 1

2
> 1,

p− 1

2
≥ 1となるがこれはM

p+ 1

2
+

p− 1

2
< 1に矛盾.

　　　　　　よってM − φ(M) = 1,つまりM ∈ primeである.

　　　　　　同様に変形するとM
p+ 1

2
+

p− 1

2
= 1となるがこれはM

p+ 1

2
> 1,

p− 1

2
≥ 1に矛盾.

(2)
p− 1

2
φ(M) : oddの場合

　　　 φ(M) : odd,M : oddよりM = 1である.

　　　よって p− p− 1

2
= 2e−ε,つまり p = 2e−ε+1 − 1となる.

以上より coφ(a) = 2e(e > 0)の解は a = 2e+1 と a = 2εp(p = 2e−ε+1 − 1, p ∈ prime)と書けることが示され

た.
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