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0 はじめに 

 有理数体は整数環を含み、２次体は有理数体を含む体である。２次体の

整数環は一般の整数環とは一味違っていて、普段当たり前だと思われてい

る素因数分解の一意性が成り立たないことが多い。 

そこで今回虚２次体の整数環であるℤ[√−𝑝](𝑝 = 3,7)について考え、素因

数分解の一意性が成り立たない中にも何か規則があるのではないかとい

うのが今回の研究の目的である。また素因数分解の一意性と関連して二平

方和問題の類似（整数𝑧がある２つの整数𝑥, 𝑦の平方を用いて𝑧 = 𝑥2 + 𝑝𝑦2

と表せるかという問題）の研究も試みた。 

今回の研究における計算は Prolog を用いたプログラムによるものであ

る。 
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1 準備 

 いくつか定義をし、定理や命題等については証明を省略する。 

 

定義 1,1（２次体） 

 𝑚を平方数でない整数とする。有理数体ℚと√𝑚を含む最小の体をℚ(√𝑚)

で表す。すなわちℚ(√𝑚)は、有理数と√𝑚を用いて加減乗除で得られる

すべての数の集合である。体ℚ(√𝑚)を２次体と呼ぶ。 

 𝑚 > 0ならばℚ(√𝑚)を実２次体と呼ぶ。 

 𝑚 < 0ならばℚ(√𝑚)を虚２次体と呼ぶ。 

 

命題 1,2 

 ℚ(√𝑚) = {𝑎 + 𝑏√𝑚|𝑎, 𝑏 ∈ ℚ}が成り立つ。 

 

定義 1,3（共役） 

 ２次体ℚ(√𝑚)の元α = 𝑎 + 𝑏√𝑚(𝑎, 𝑏 ∈ ℚ)に対して、𝛼 = 𝑎 − 𝑏√𝑚とおき、

�̅�をαの共役と呼ぶ。 

 

定義 1,4（ノルムとトレース） 

 ２次体ℚ(√𝑚)の元α = 𝑎 + 𝑏√𝑚(𝑎, 𝑏 ∈ ℚ)に対して、 

 αのノルム𝑁(𝛼)を𝑁(𝛼) = 𝛼�̅� = 𝑎2 −𝑚𝑏2により定義する。 

 αのトレース𝑇(𝛼) を𝑇(𝛼) = 𝛼 + �̅� = 2𝑎により定義する。 

 

命題 1,5 

 α, β ∈ ℚ(√𝑚)に対して、𝑁(𝛼β) = 𝑁(𝛼)𝑁(β)が成り立つ。 

 

定義 1,6（２次体の整数環） 

 ２次体𝐾 = ℚ(√𝑚)に対して、𝛰𝐾 ≔ {𝛼 ∈ 𝐾|𝑁(𝛼), 𝑇(𝛼) ∈ ℤ}を𝐾の整数環

と呼ぶ。𝛰𝐾の元を𝐾の整数と呼ぶ。 

※２次体の整数と区別するために、ℤの元を有理整数と呼ぶことにする。 
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定義 1,7（約数と倍数） 

 整数𝛼, 𝛽 ∈ 𝛰𝐾に対して、𝛽 = 𝛼𝛾をみたす整数𝛾 ∈ 𝛰𝐾が存在するとき、 

「𝛼は𝛽を割り切る」といい、α | βと表す。このとき𝛼を𝛽の約数と呼び、

𝛽を𝛼の倍数と呼ぶ。また𝛼が𝛽を割り切らないときは、α ∤ βと表す。 

 

定義 1,8（単数） 

 整数環𝛰𝐾における 1の約数を𝛰𝐾の単数と呼ぶ。 

 言い換えれば𝜀(≠ 0) ∈ 𝛰𝐾が単数であるとは、1/𝜀 ∈ 𝛰𝐾となることである。 

 また整数𝛼, 𝛽 ∈ 𝛰𝐾に対し、α = 𝜀𝛽となる単数𝜀が存在するとき、 

𝛼と𝛽は同伴であるという。任意の整数𝛼に対し、任意の単数及び𝛼と同

伴な任意の整数は常に𝛼の約数である。これらを𝛼の自明な約数と呼ぶ。 

 

命題 1,9 

 整数𝛼 ∈ 𝛰𝐾が単数であるためには𝑁(𝛼) = ±1であることが必要十分であ

る。 

 

定義 1,10（素数） 

 πを𝛰𝐾の 0 でも単数でもない整数とする。πの約数が自明な約数に限る

とき、πを素数と呼ぶ。 

※２次体の素数と区別するために、ℤの素数を有理素数と呼ぶことにする。 

 

定義 1,11（既約元と素元） 

 整数環𝛰𝐾の素数πに対して、 

 “πと同伴な整数は素数である”をみたすものを既約元と呼ぶ。 

 “πの共役�̅�も素数である”をみたすものを素元と呼ぶ。 

 

定義 1,12（一意分解整域：UFD） 

 整数環𝛰𝐾の（0でも単数でもない）元𝛼に対し、 

 分解𝛼 = 𝜋1𝜋2 …𝜋𝑟（𝜋1, … , 𝜋𝑟は𝛰𝐾の素数）を𝛼の素因数分解と呼ぶ。 

 𝛰𝐾の元が一意的に素因数分解できるとき、𝛰𝐾を一意分解整域と呼ぶ。 
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定義 1,13（イデアル） 

 整数環𝛰𝐾の部分集合𝐴 ≠ 𝜙が次の二つの条件をみたすとき、 

𝐴を𝛰𝐾のイデアルと呼ぶ。 

(ⅰ) 任意の𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴に対して𝛼 + 𝛽 ∈ 𝐴 

(ⅱ) 任意の𝛼 ∈ 𝐴と𝛾 ∈ 𝛰𝐾に対して𝛼𝛾 ∈ 𝐴 

また任意の𝛼1, … , 𝛼𝑛 ∈ 𝛰𝐾に対して、 

(𝛼1, … , 𝛼𝑛) = {𝛼1𝜉1 +⋯+,𝛼𝑛𝜉𝑛|𝜉1, … 𝜉𝑛 ∈ 𝛰𝐾}とおいて、 

(𝛼1, … , 𝛼𝑛)を𝛼1,… , 𝛼𝑛で生成される𝛰𝐾のイデアルと呼ぶ。 

 特に整数𝛼 ∈ 𝛰𝐾に対して、 

 (𝛼) = α𝛰𝐾 = {𝛼𝜉|𝜉 ∈ 𝛰𝐾}とおいて、 

 (𝛼)を𝛼で生成される𝛰𝐾の単項イデアルと呼ぶ。 

 (1) = 𝛰𝐾, (0) = {0}である。 

 

命題 1,14 

 整数𝛼, 𝛽 ∈ 𝛰𝐾に対して次が成り立つ。 

 (ⅰ) (α) ⊃ (β) ⇔ α | β 

 (ⅱ) (α) = (β) ⇔ αとβは同伴 

 (ⅲ) (α) = 𝛰𝐾 ⇔ αは𝛰𝐾の単数 

 

定義 1,15（割り算原理とユークリッド整域） 

 任意の𝛼, 𝛽 ∈ 𝛰𝐾(𝛽 ≠ 0)に対して、 

 α = βκ + λかつ|𝑁(𝜆)| < |𝑁(𝛽)|をみたす𝜅, 𝜆 ∈ 𝛰𝐾が存在するとき、 

 𝛰𝐾をユークリッド整域と呼ぶ。 

 

定義 1,16（単項イデアル整域：PID） 

 整数環𝛰𝐾の任意のイデアルが単項イデアルであるとき、 

 𝛰𝐾を単項イデアル整域と呼ぶ。 

 

定理 1,17 

 ユークリッド整域は PIDである。 
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定理 1,18 

 整数環𝛰𝐾が UFD であるためには、𝛰𝐾の任意の素数が(＊)をみたすこと

が必要十分である。 

 (＊) 𝛼, 𝛽 ∈ 𝛰𝐾について、π | αβ ⇒ π | αまたはπ | βが成り立つ。 

 

定理 1,19 

 整数環𝛰𝐾が PIDならば UFDである。 

 

定理 1,20 

整数環𝛰𝐾が UFDならば PIDである。 

 

補題 1,21 

 有理素数𝑝が𝛰𝐾の素数でなければ、𝑝は𝛰𝐾のある素数πを用いて、 

 𝑝 = ±π�̅�と素因数分解される。 

 

命題 1,22 

 可換環𝑅のイデアル𝐼に関して次のことが成り立つ。 

 (ⅰ) 𝐼は素イデアル⟺剰余環𝑅/𝐼は整域 

 (ⅱ) 𝐼は極大イデアル⟺剰余環𝑅/𝐼は体 

 (ⅲ) 極大イデアルは素イデアルである 
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2 素因数分解の一意性 

2.1 ガウス整数環ℤ[𝒊] 

虚２次体の整数環を考えていくうえで大概は素因数分解の一意性が

成り立たない。今回研究対象とするℤ[√−𝑝](𝑝 = 3,7)も素因数分解の

一意性が成り立たない例の一部である。（具体例は 2.2で） 

 しかし虚２次体の整数環でもガウス整数環ℤ[𝑖]は素因数分解の一意性

が成立する。（つまり UFDである。） 

   

  ℤ[𝑖]はユークリッド整域であり PIDなので UFDである。 

    よってℤ[𝑖]では単数倍を無視して素因数分解の一意性が成り立つ。 

  ただしℤ[𝑖]の単数は±1,±𝑖である。 

   

例）ℤ[𝑖]における 10の素因数分解 

10 = (1 + 𝑖)(1 − 𝑖)(2+ 𝑖)(2 − 𝑖) 

10 = −𝑖(1 + 𝑖)2(1+ 2𝑖)(1 − 2𝑖) 

  一見上式と下式の分解は異なっているように見えるが、次のよう

に単数をかけて調整すれば同じになり、分解は１通りとなる。 

1 − 𝑖 = −𝑖(1 + 𝑖) 

2 + 𝑖 = 𝑖(1 − 2𝑖) 

2 − 𝑖 = −𝑖(1 + 2𝑖) 

 

ℤ[𝑖]が PIDになることを示す 

証明）ℤ[𝑖]の元が定めるガウス平面の点を1, 𝑖を基にした格子点とみる。 

   これらの格子点は幅が 1、高さが 1の正方形を単位とする。 

   与えられた格子点でない複素数𝑧に最も近い格子点は、 

𝑧との距離が√2/2(< 1)以内にある。 

     これから割り算原理が成立しユークリッド整域である。 

     それゆえℤ[𝑖]ではイデアルがすべて単項となる。終 

以上からℤ[𝑖]においては素因数分解の一意性が成り立つ。 
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2.2 ℤ[√−𝟑]とℤ[√−𝟕] 

次は素因数分解の一意性が成り立たない例を見てみたいと思う。 

 

ℤ[√−𝟑]について 

ℤ[√−3]の元が定めるガウス平面の点を1,√−3を基にした格子点とし、 

これらの格子点は幅が 1、高さが√3の長方形を単位とする。 

与えられた格子点でない複素数𝑧に最も近い格子点は、 

𝑧との距離が1以内にある。 

それゆえ割り算がうまくできずイデアルがすべて単項とならない。 

 

例）ℤ[√−3]における 4の因数分解 

4 = 22 

4 = (1 + √−3)(1 − √−3) 

   

2も1 ± √−3も既約元より因数分解が２通りある。 

よって素因数分解の一意性が成り立たない。 
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ℤ[√−7]について 

ℤ[√−7]の元が定めるガウス平面の点を1,√−7を基にした格子点とし、 

これらの格子点は幅が 1、高さが√7の長方形を単位とする。 

与えられた格子点でない複素数𝑧に最も近い格子点は、 

𝑧との距離が√2(> 1)以内にある。 

それゆえ割り算がうまくできずイデアルがすべて単項とならない。 

 

例）ℤ[√−7]における 8の因数分解 

8 = 23 

8 = (1 + √−7)(1 − √−7) 

   

2も1 ± √−7も既約元より因数分解が２通りある。 

よって素因数分解の一意性が成り立たない。 

 

以上からℤ[√−𝑝](𝑝 = 3,7)では素因数分解の一意性が成り立たないこ

とが分かった。 

 

2.3 素因数分解の一意性不成立の理由 

  これまでのことから虚２次体の整数環では素因数分解の一意性が成

り立たないことがしばしばあることがわかる。それではなぜ素因数分

解の一意性が成り立たないのだろうか。 

  整数環ℤでは素因数分解をすれば因数が必ず素数となる。 

しかし２次体の整数環では素因数分解をしても因数が必ず素元にな

るとは限らず、既約元となる場合がある。これが理由である。 

つまり２次体の整数環には素数が少ないのではないかと考えられる。 

そこでデデキント(1831-1916)は素数の代わりに素イデアルを利用し、 

素イデアル分解を考えることにより分解の一意性を回復させること

を考えた。 

ちなみに素イデアル分解の一意性こそがイデアルというものが考え

だされた起源であり、理想数（ideal number）からきている。 
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3 二平方和問題 

3.1 二平方和問題 

二平方和問題とは「𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2と表せる有理整数𝑧はどんな数か」 

という問題である。 

そこで今回ℤ[√−𝑝](𝑝 = 3,7)を研究するにあたって、 

二平方和問題の類似として、 

「𝑧 = 𝑥2 + 𝑝𝑦2(𝑝 = 3,7)と表せる有理整数𝑧はどんな数か」という研究

を行うことにした。 

 

3.2 ℤ[√−𝟑]とℤ[√−𝟕]の二平方和 

ℤ[√−3]の二平方和について 

 𝑧 = 𝑥2 + 3𝑦2と表せる有理奇数𝑧について、 

 方程式の解である𝑥, 𝑦を表にまとめた。 

 ただし𝑧は 3で割れない数とする。 

 

ℤ[√−7]の二平方和について 

 𝑧 = 𝑥2 + 7𝑦2と表せる有理奇数𝑧について、 

 方程式の解である𝑥, 𝑦を表にまとめた。 

 ただし𝑧は 7で割れない数とする。 

 

左から𝑧, 𝑥, 𝑦, ℤにおける𝑧の素因数分解となっている。 

 

※今回は𝑧 = 𝑥2 + 𝑝𝑦2をみたす素数𝑧の二平方和を重点的に考えるた

め、なるべく合成数が現れないよう奇数のみに限定した。 

また𝑧を𝑝で割れないようにした理由は、 

方程式の解である𝑥, 𝑦が互いに素となるためである。 
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ℤ[√−3]の二平方和表 

𝑧 𝑥 𝑦 因数分解  𝑧 𝑥 𝑦 因数分解 

7 2 1 7  211 8 7 211 

13 1 2 13  
217 

  8 
7  31 

1  4 1 1   13 4 

31 2 3 31  223 14 3 223 

37   2 37  22  11   22  

43 4 3 43  241 7 8 241 

4  1 4 72  
247 

2   
13  1  

 1 7 2  1  10 7 

 7 8 1  7  
2   

4   
7  37 

73   4 73  1  1 

7  2   7   271 14   271 

 1 
4   

7  13 
 277 13   277 

8 3  283 1  3 283 

 7 7 4  7  
301 

1 10 
7  43 

103 10 1 103  17 2 

10  1   10   307 8   307 

127 10 3 127  313 11 8 313 

133 
    

7  1  
 331 1    331 

11 2  337 17 4 337 

13  8   13   343 10   73 

1 1 2 7 1 1  34  7 10 34  

1 7 7   1 7  3 1 13 8 1 2 

1 3 4 7 1 3  3 7 2 11 3 7 

1   11 4 132  373 1  2 373 

181 13 2 181  37  4 11 37  

1 3 1 8 1 3  3 7 17   3 7 

1   14 1 1        
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𝑧 𝑥 𝑦 因数分解  𝑧 𝑥 𝑦 因数分解 

403 
1  7 

13  31 
 

172  

1 24 

7  13  1  
20 1  23 20 

40  1  4 40   31 1  

421 11 10 421  41 4 

427 
8 11 

7   1 
 

2821 

11 30 

7  13  31 
20 3  37 22 

433 1 12 433  43 18 

43  14   43    3 2 

4 7   12 4 7      

4 3 10 11 4 3  

 3    

4  131 

7  13  1 

 31 

4   
13 10 

7   7 
 82 12  

1     118 11  

481 
7 12 

13  37 
 134 10  

17 8  20   1 

487 22 1 487  214  1 

4   1    4    218 4  

     22  2  

     

200008  

283 800 

7  13  31

 70  

     4   7 4 

      17 7 0 

       7 720 

     113  484 

     122  404 

     1331 27  

     1381 17  
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ℤ[√−7]の二平方和表 

𝑧 𝑥 𝑦 因数分解 
 

𝑧 𝑥 𝑦 因数分解 

11 2 1 11  2 3 1  1 2 3 

23 4 1 23  277     277 

2  1 2 2   281 13 4 281 

37 3 2 37  317 17 2 317 

43   1 43  
31  

12   
11  2  

 3   2  3  1  3 

 7 2 3  7  331 18 1 331 

71 8 1 71  337 1  4 337 

7  4 3 7   347 2 7 347 

107 10 1 107  3   4 7 3   

10    2 10   373 11   373 

113 1 4 113  37    7 37  

121 3 4 112  38  1  2 38  

127 8 3 127  401 17 4 401 

137   4 137  
407 

8 7 
11  37 

14  11 2 14   20 1 

1 1 12 1 1 1  421 13   421 

1 3 10 3 1 3  431 1    431 

17  2   17   443 10 7 443 

1 1 4   1 1  44  1 8 44  

1 3   4 1 3  4 7 3 8 4 7 

1 7 13 2 1 7  4 3 20 3 4 3 

211     211  
473 

  8 
11  43 

233 11 4 233  1  4 

23  8   23   487 12 7 487 

2 3 
1   

11  23 
 4 1 22 1 4 1 

1  2  4   18   4   
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𝑧 𝑥 𝑦 因数分解 
 

𝑧 𝑥 𝑦 因数分解 

 2    8 232  

20447  

13  1 3 

11  2   41 
 41 17    41  284 133 

 47 22 3  47  41   7 

  7 23 2   7  4 2   

    11 8      

2073 1 

 2 171 

23  71  127 
 71 2    71  228 14  

 83 
4   

11   3 
 3   8  

24 1  4 2 21 

    1  7          

 13 1     13  

31 4 1 

 2 211 

11  23  2 

 43 

 17 13 8  17  14  20  

 31 8    31  302 17  

 41 23 4  41  442 131 

  3 2  2   3  4 4 12  

    22        482 10  

  7 
10   

23  2  
  38  1 

18 7    4 3  

 73 1  8  73      

 83 2  1  83      

701 1 10 701      

70  3 10 70       

737 
17 8 

11   7 
     

2  4      

73  2  3 73       

743 20 7 743      

7 1 24   7 1      

7 7 27 2 7 7      
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上の表で考察されることは、べき乗を１つの因数とみなせば、 

  𝑧がℤで相異なる 2つの素数で分解されるとき二平方和は 2通りある 

  𝑧がℤで相異なる 3つの素数で分解されるとき二平方和は 4通りある 

    𝑧がℤで相異なる 4つの素数で分解されるとき二平方和は 8通りある 

    これから推測できることは、 

  𝑧がℤで相異なる𝑛個の素数で分解されるとき二平方和は2𝑛−1通りある 

  ということである。 

 

またℤ[√−3]において𝑧 = 𝑥2 + 3𝑦2と表せる有理素数𝑞は、 

𝑞 ≡  1  (𝑚𝑜𝑑 ) 

  ℤ[√−7]において𝑧 = 𝑥2 + 7𝑦2と表せる有理素数𝑞は、 

𝑞 ≡ 1, (𝑚𝑜𝑑 ) 

という考察ができる。 

 

3.3 ℤ[√−𝟑]の素元 

  上の表から 7のℤ[√−3]における因数分解は、 

7 = 22 + 3 × 12 = (2 + √−3)(2 − √−3) 

    となることがわかる。 

  これを利用して因数分解したときの因数が素元であるかどうかを確

かめるため、その因数によるイデアルを考え剰余環が体になるかどう

かを考える。 

 

    𝑅0:= ℤ[√−3] ≅ ℤ[𝑋]/(𝑋2 + 3) 

𝑅1:= ℤ[𝑋] ⊃ 𝐼 

 

  ●7 = (2 + √−3)(2− √−3)について 

  𝐼 = (𝑋2 + 3,2 + 𝑋)とする。 

2 + 𝑋 = 𝑌とおけば𝐼 = (𝑌2 − 4𝑌 + 7, 𝑌) = (𝑌, 7)となるから、 

𝑅1/𝐼 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌, 7) ≅ 𝐹7 

𝑅1/𝐼 が体になったので、2 + √−3は素元である。 
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●13 = (1 + 2√−3)(1 − 2√−3)について 

𝐼 = (𝑋2 + 3,1 + 2𝑋)とする。 

2(𝑋2 + 3) − 𝑋(1 + 2𝑋) =  − 𝑋 ∈ 𝐼 より − 𝑋 = 𝑌とおけば 

𝐼 = (𝑋2 + 3,1 + 2𝑋,  − 𝑋) = (𝑌2 − 2𝑌 + 3 , −2𝑌 + 13, 𝑌) 

   = (3 ,13, 𝑌) = (𝑌, 13)となるから、 

𝑅1/𝐼 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌, 13) ≅ 𝐹13 

𝑅1/𝐼 が体になったので、1 + 2√−3は素元である。 

 

以下途中の計算は省略する。 

 

●1 = (4 + √−3)(4 − √−3) について 

  𝐼 = (𝑋2 + 3,4 + 𝑋)とする。 

4 + 𝑋 = 𝑌とおけば𝐼 = (𝑌, 1 )となるから、 

𝑅1/𝐼 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌, 1 ) ≅ 𝐹19 

𝑅1/𝐼 が体になったので、4 + √−3は素元である。 

 

●31 = (2 + 3√−3)(2 − 3√−3)について 

𝐼 = (𝑋2 + 3,2 + 3𝑋)とする。 

3(𝑋2 + 3) − 𝑋(2 + 3𝑋) =  − 2𝑋 ∈ 𝐼  

(2 + 3𝑋) + ( − 2𝑋) = 𝑋 + 11 ∈ 𝐼より𝑋 + 11 = 𝑌とおけば 

𝐼 = (𝑌, 31)となるから、𝑅1/𝐼 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌, 31) ≅ 𝐹31 

𝑅1/𝐼 が体になったので、2 + 3√−3は素元である。 

 

●37 = ( + 2√−3)( − 2√−3)について 

𝐼 = (𝑋2 + 3, + 2𝑋)とする。 

2(𝑋2 + 3) − 𝑋( + 2𝑋) =  −  𝑋 ∈ 𝐼  

3( + 2𝑋) + ( −  𝑋) = 𝑋 + 21 ∈ 𝐼より𝑋 + 21 = 𝑌とおけば 

𝐼 = (𝑌, 37)となるから、𝑅1/𝐼 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌, 37) ≅ 𝐹37 

𝑅1/𝐼 が体になったので、 + 2√−3は素元である。 
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●43 = (4 + 3√−3)(4 − 3√−3)について 

𝐼 = (𝑋2 + 3,4 + 3𝑋)とする。 

3(𝑋2 + 3) − 𝑋(4 + 3𝑋) =  − 4𝑋 ∈ 𝐼  

−( − 4𝑋) − (4 + 3𝑋) = 𝑋 − 13 ∈ 𝐼より𝑋 − 13 = 𝑌とおけば 

𝐼 = (𝑌, 43)となるから、𝑅1/𝐼 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌, 43) ≅ 𝐹43 

𝑅1/𝐼 が体になったので、4 + 3√−3は素元である。 

 

●4 = (1 + 4√−3)(1 − 4√−3)について 

𝐼 = (𝑋2 + 3,1 + 4𝑋)とする。 

4(𝑋2 + 3) − 𝑋(1 + 4𝑋) = 12 − 𝑋 ∈ 𝐼 より12 − 𝑋 = 𝑌とおけば 

𝐼 = (𝑌, 4 )となるから、 

𝑅1/𝐼 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌, 4 ) ≅ ℤ49 

𝑅1/𝐼 は体にならないので、1 + 4√−3は素元でない。 

もともと4 = 72であり7 = (2 + √−3)(2 − √−3)なので、 

4 = (2 + √−3)
2
(2− √−3)

2
となる。 

実際1 + 4√−3 = (2 + √−3)
2
となるので、1 + 4√−3は既約元でもない。 

 

● 1 = (7 + 2√−3)(7 − 2√−3)について 

𝐼 = (𝑋2 + 3,7 + 2𝑋)とする。 

2(𝑋2 + 3) − 𝑋(7 + 2𝑋) =  − 7𝑋 ∈ 𝐼  

4(7 + 2𝑋) + ( − 7𝑋) = 𝑋 + 34 ∈ 𝐼より𝑋 + 34 = 𝑌とおけば 

𝐼 = (𝑌,  1)となるから、𝑅1/𝐼 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌,  1) ≅ 𝐹61 

𝑅1/𝐼 が体になったので、7 + 2√−3は素元である。 

 

● 7 = (8 + √−3)(8 − √−3) について 

  𝐼 = (𝑋2 + 3,8 + 𝑋)とする。 

8 + 𝑋 = 𝑌とおけば𝐼 = (𝑌,  7)となるから、 

𝑅1/𝐼 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌,  7) ≅ 𝐹67 

𝑅1/𝐼 が体になったので、8 + √−3は素元である。 
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●73 = ( + 4√−3)( − 4√−3)について 

𝐼 = (𝑋2 + 3, + 4𝑋)とする。 

4(𝑋2 + 3) − 𝑋( + 4𝑋) = 12 −  𝑋 ∈ 𝐼  

−( + 4𝑋) − (12 −  𝑋) = 𝑋 − 17 ∈ 𝐼より𝑋 − 17 = 𝑌とおけば 

𝐼 = (𝑌, 73)となるから、𝑅1/𝐼 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌, 73) ≅ 𝐹73 

𝑅1/𝐼 が体になったので、 + 4√−3は素元である。 

 

●7 = (2 +  √−3)(2 −  √−3)について 

𝐼 = (𝑋2 + 3,2 +  𝑋)とする。 

 (𝑋2 + 3) − 𝑋(2 +  𝑋) = 1 − 2𝑋 ∈ 𝐼  

(2 +  𝑋) + 2(1 − 2𝑋) = 𝑋 + 32 ∈ 𝐼より𝑋 + 32 = 𝑌とおけば 

𝐼 = (𝑌, 7 )となるから、𝑅1/𝐼 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌, 7 ) ≅ 𝐹79 

𝑅1/𝐼 が体になったので、2 +  √−3は素元である。 

 

● 1 = (4 +  √−3)(4 −  √−3) = (8 + 3√−3)(8 − 3√−3)について 

𝐼1 = (𝑋2 + 3,4 +  𝑋)とする。 

 (𝑋2 + 3) − 𝑋(4 +  𝑋) = 1 − 4𝑋 ∈ 𝐼  

(4 +  𝑋) + (1 − 4𝑋) = 𝑋 + 1 ∈ 𝐼より𝑋 + 1 = 𝑌とおけば 

𝐼 = (𝑌,  1)となるから、𝑅1/𝐼1 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌,  1) ≃ ℤ91 

𝑅1/𝐼1 は体にならないので、4 +  √−3は素元でない。 

𝐼2 = (𝑋2 + 3,8 + 3𝑋)とする。 

3(𝑋2 + 3) − 𝑋(8 + 3𝑋) =  − 8𝑋 ∈ 𝐼  

2(8 + 3𝑋) + ( − 8𝑋) = 2 − 2𝑋 ∈ 𝐼 

(8 + 3𝑋) + (2 − 2𝑋) = 𝑋 + 33 ∈ 𝐼より𝑋 + 33 = 𝑌とおけば 

𝐼2 = (𝑌,  1)となるから、𝑅1/𝐼2 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌,  1) ≅ ℤ91 

𝑅1/𝐼2 は体にならないので、8 + 3√−3は素元でない。 

もともと 1 = 7 × 13であり 

7 = (2 + √−3)(2 − √−3)で、13 = (1 + 2√−3)(1− 2√−3)だから、 

7 = αα̅（但しα = 2 +√−3）、13 = ββ̅（但しβ = 1 + 2√−3）と思えば、 

 1 = αα̅ββ̅ = αβ(αβ̅̅̅̅ ) = αβ̅(α̅β)と表せる。 
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αβ = (2 + √−3)(1 + 2√−3) = −4+  √−3なので、 

4 +  √−3 = −αβ̅̅̅̅となり既約元でもない。 

また𝑋 = 4, 𝑌 =  とみれば 91の平方和となっている。 

同様に、 

αβ̅ = (2 + √−3)(1 − 2√−3) = 8 − 3√−3なので、 

8 + 3√−3 = α̅βとなり既約元でもない。 

また𝑋 = 8, 𝑌 = 3とみれば 91の平方和となっている。 

 

より一般化して、 

𝑝 = 𝑎2 + 3𝑏2と表せる有理素数𝑝に対して、𝑎 + 𝑏√−3はℤ[√−3]の素元

になる。 

 

証明）𝐽 = (𝑋2 + 3, 𝑎 + 𝑏𝑋)とおくと、 

   𝑏(𝑋2 + 3) − 𝑋(𝑎 + 𝑏𝑋) = 3𝑏 − 𝑎𝑋 ∈ 𝐽である。 

   𝑎𝑠 + 𝑏𝑡 = 1となる整数𝑠, 𝑡があるので、 

     −𝑠(3𝑏 − 𝑎𝑋) + 𝑡(𝑎 + 𝑏𝑋) = 𝑋 + 𝑎𝑡 − 3𝑏𝑠 =:𝑌 ∈ 𝐽とおく。 

     (𝑎 + 𝑏𝑋)(𝑎 − 𝑏𝑋) = 𝑎2 − 𝑏2𝑋2 = (𝑎2 + 3𝑏2) − 𝑏2(𝑋2 + 3)より、 

     𝑝 = 𝑎2 + 3𝑏2 ∈ 𝐽である。 

     (𝑌, 𝑝) = 𝐽0 ⊂ 𝐽とすれば、ℤ[𝑌]/𝐽0 ≅ 𝐹𝑝となり体になる。 

     𝐽0は極大イデアルだから𝐽0 = 𝐽となるから、 

     ℤ[√−3]/(𝑎 + 𝑏√−3) ≅  𝐹𝑝であり、 

     𝑎 + 𝑏√−3はℤ[√−3]の素元になる。 

 

ここまでいくつか例を挙げたが UFD 不成立には欠かせない存在であ

る素元でない既約元は出てこなかった。しかしこの結果から表の平方

和の２つの整数を𝑥 ± 𝑦√−3の形の因数と思えば、表に出てきたすべて

の素数は𝑥 ± 𝑦√−3を素元としてうまく素元分解ができるといえる。 

また合成数に関しては素因数分解したときに現れる素因数（素数）を

上に述べたように素元分解し、その素元たちの組み合わせによるもの

であるといえる。 
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では“素元でない既約元はなんなのだろうか”ということを考えるべ

く、今回の表には出てこなかった数を考えたいと思う。 

 

○4 = 22 = (1 + √−3)(1 − √−3)について 

先にも述べたように 2も1 ± √−3も既約元である。 

そこでこれらによる剰余環を考える。 

𝑅0/(2) ≅ 𝑅1/(𝑋
2 + 3,2) = 𝑅1/(𝑋

2 − 1,2) 

≅ 𝐹2[𝑋]/(𝑋
2 − 1) = 𝐹2[𝑋]/((𝑋 + 1)(𝑋 − 1)) 

ここで𝑋 + 1 = 𝐴, 1 − 𝑋 = 𝐵とおけば、 

𝐴 + 𝐵 = 2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑2)より𝐵 = −𝐴とできるので、 

𝑅0/(2) ≅ 𝐹2[𝑋]/(𝐴
2) = 𝐹2[𝐴]/(𝐴

2) 

という無限小拡大環となるので、2は素元ではない。 

 

また 

𝑅0/(1 + √−3) ≅ 𝑅1/(𝑋
2 + 3,1 + 𝑋) ≅  ℤ[𝑌]/(𝑌, 4) ≅ ℤ4 

という環になり体ではないので、1 + √−3も素元ではない。 

 

以上の考察からℤ[√−3]が UFDとなれない理由は、 

素元でない既約元“2と1 ± √−3”の存在であるといえ、 

なおかつ素元でない既約元はこの３つだけに限られると考えられる。 
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3.4 ℤ[√−𝟕]の素元 

3.3と同様に考える。 

 

𝑅0:= ℤ[√−7] ≅ ℤ[𝑋]/(𝑋2 + 7) 

𝑅1:= ℤ[𝑋] ⊃ 𝐼 

 

●11 = (2 + √−7)(2 − √−7)について 

  𝐼 = (𝑋2 + 7,2 + 𝑋)とする。 

2 + 𝑋 = 𝑌とおけば𝐼 = (𝑌2 − 4𝑌 + 11, 𝑌) = (𝑌, 11)となるから、 

𝑅1/𝐼 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌, 11) ≅ 𝐹11 

𝑅1/𝐼 が体になったので、2 + √−7は素元である。 

 

●23 = (4 + √−7)(4 − √−7)について 

  𝐼 = (𝑋2 + 7,4 + 𝑋)とする。 

4 + 𝑋 = 𝑌とおけば𝐼 = (𝑌2 − 8𝑌 + 23, 𝑌) = (𝑌, 23)となるから、 

𝑅1/𝐼 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌, 23) ≅ 𝐹23 

𝑅1/𝐼 が体になったので、4 + √−7は素元である。 

 

●2 = (1 + 2√−7)(1 − 2√−7)について 

  𝐼 = (𝑋2 + 7,1 + 2𝑋)とする。 

2(𝑋2 + 7) − 𝑋(1 + 2𝑋) = 14 − 𝑋 ∈ 𝐼より14 − 𝑋 = 𝑌とおけば 

𝐼 = (𝑋2 + 7,1 + 2𝑋, 14 − 𝑋) = (203 − 2𝑌 + 𝑌2, 2 − 2𝑌, 𝑌) 

   = (𝑌, 2 ,203) = (𝑌, 2 )となるから、 

  𝑅1/𝐼 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌, 37) ≅ 𝐹37 

𝑅1/𝐼 が体になったので、1 + 2√−7は素元である。  
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●121 = (3 + 4√−7)(3 − 4√−7)について 

𝐼 = (𝑋2 + 7,3 + 4𝑋)とする。 

4(𝑋2 + 7) − 𝑋(3 + 4𝑋) = 28 − 3𝑋 ∈ 𝐼  

(3 + 4𝑋) + (28 − 3𝑋) = 𝑋 + 31 ∈ 𝐼より𝑋 + 31 = 𝑌とおけば 

𝐼 = (𝑌, 121)となるから、 

𝑅1/𝐼 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌, 121) ≅ ℤ121 

𝑅1/𝐼 は体にならないので、3 + 4√−7は素元でない。 

もともと121 = 112であり11 = (2 + √−7)(2 − √−7)なので、 

121 = (2 + √−7)
2
(2− √−7)

2
となる。 

実際3 + 4√−7 = −(2− √−7)
2
となるので、3 + 4√−7は既約元でもな

い。 

 

●2 3 = (1 +  √−7)(1 −  √−7) = (1 + 2√−7)(1 − 2√−7) 

について 

𝐼1 = (𝑋2 + 7,1 +  𝑋)とする。 

 (𝑋2 + 7) − 𝑋(1 +  𝑋) = 42 − 𝑋 ∈ 𝐼 より42 − 𝑋 = 𝑌とおけば 

𝐼 = (𝑌, 2 3)となるから、𝑅1/𝐼1 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌, 2 3) ≅ ℤ253 

𝑅1/𝐼1 は体にならないので、1 +  √−7は素元でない。 

𝐼2 = (𝑋2 + 7,1 + 2𝑋)とする。 

2(𝑋2 + 7) − 𝑋(1 + 2𝑋) = 14 − 1 𝑋 ∈ 𝐼  

8(1 + 2𝑋) + (14 − 1 𝑋) = 𝑋 + 134 ∈ 𝐼より𝑋 + 134 = 𝑌とおけば 

𝐼2 = (𝑌, 2 3)となるから、𝑅1/𝐼2 ≅ ℤ[𝑌]/(𝑌, 2 3) ≅ ℤ253 

𝑅1/𝐼2 は体にならないので、1 + 2√−7は素元でない。 

もともと2 3 = 11 × 23であり 

11 = (2 + √−7)(2 − √−7)で、23 = (4 + √−7)(4− √−7)だから、 

11 = αα̅（但しα = 2 +√−7）、23 = ββ̅（但しβ = 4 +√−7）と思えば、 

2 3 = αα̅ββ̅ = αβ(αβ̅̅̅̅ ) = αβ̅(α̅β)と表せる。 

αβ = (2 + √−7)(4 + √−7) = 1 +  √−7なので、 

1 +  √−7 = αβとなり既約元でもない。 

また𝑋 = 1, 𝑌 =  とみれば 253の平方和となっている。 
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同様に、 

αβ̅ = (2 + √−7)(4 − √−7) = 1 + 2√−7なので、 

1 + 2√−7 = αβ̅となり既約元でもない。 

また𝑋 = 1 , 𝑌 = 2とみれば 253の平方和となっている。 

 

より一般化して、 

𝑝 = 𝑎2 + 7𝑏2と表せる有理素数𝑝に対して、𝑎 + 𝑏√−7はℤ[√−7]の素元

になる。 

 

証明）𝐽 = (𝑋2 + 7, 𝑎 + 𝑏𝑋)とおくと、 

   𝑏(𝑋2 + 7) − 𝑋(𝑎 + 𝑏𝑋) = 7𝑏 − 𝑎𝑋 ∈ 𝐽である。 

   𝑎𝑠 + 𝑏𝑡 = 1となる整数𝑠, 𝑡があるので、 

     −𝑠(7𝑏 − 𝑎𝑋) + 𝑡(𝑎 + 𝑏𝑋) = 𝑋 + 𝑎𝑡 − 7𝑏𝑠 =:𝑌 ∈ 𝐽とおく。 

     (𝑎 + 𝑏𝑋)(𝑎 − 𝑏𝑋) = 𝑎2 − 𝑏2𝑋2 = (𝑎2 + 7𝑏2) − 𝑏2(𝑋2 + 7)より、 

     𝑝 = 𝑎2 + 7𝑏2 ∈ 𝐽である。 

     (𝑌, 𝑝) = 𝐽0 ⊂ 𝐽とすれば、ℤ[𝑌]/𝐽0 ≅ 𝐹𝑝となり体になる。 

     𝐽0は極大イデアルだから𝐽0 = 𝐽となるから、 

     ℤ[√−7]/(𝑎 + 𝑏√−7) ≅  𝐹𝑝であり、 

     𝑎 + 𝑏√−7はℤ[√−7]の素元になる。 

 

ここでも UFD 不成立には欠かせない存在である素元でない既約元は

出てこなかった。しかしこの結果から表の平方和の２つの整数を

𝑥 ± 𝑦√−7の形の因数と思えば、表に出てきたすべての素数は

𝑥 ± 𝑦√−7を素元としてうまく素元分解ができるといえる。 

また合成数に関しては素因数分解したときに現れる素因数（素数）を

上に述べたように素元分解し、その素元たちの組み合わせによるもの

であるといえる。 

では“素元でない既約元はなんなのだろうか”ということを考えるべ

く、今回の表には出てこなかった数を考えたいと思う。 
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○8 = 23 = (1 + √−7)(1 − √−7)について 

先にも述べたように 2も1 ± √−7も既約元である。 

そこでこれらによる剰余環を考える。 

𝑅0/(2) ≅ 𝑅1/(𝑋
2 + 7,2) = 𝑅1/(𝑋

2 − 1,2) 

≅ 𝐹2[𝑋]/(𝑋
2 − 1) = 𝐹2[𝑋]/((𝑋 + 1)(𝑋 − 1)) 

ここで𝑋 + 1 = 𝐴, 1 − 𝑋 = 𝐵とおけば、 

𝐴 + 𝐵 = 2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑2)より𝐵 = −𝐴とできるので、 

𝑅0/(2) ≅ 𝐹2[𝑋]/(𝐴
2) = 𝐹2[𝐴]/(𝐴

2) 

という無限小拡大環となるので、2は素元ではない。 

 

また 

𝑅0/(1 + √−7) ≅ 𝑅1/(𝑋
2 + 7,1 + 𝑋) ≅  ℤ[𝑌]/(𝑌, 8) ≅ ℤ8 

という環になり体ではないので、1 + √−7も素元ではない。 

 

以上の考察からℤ[√−7]が UFDとなれない理由は、 

素元でない既約元“2と1 ± √−7”の存在であるといえ、 

なおかつ素元でない既約元はこの３つだけに限られると考えられる。 
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4 考察と今後の課題 

今回方程式𝑥2 + 𝑝𝑦2 = 𝑧の解の研究ということでℤ[√−3]とℤ[√−7]に

焦点を当てて研究をした。その結果としては、 

 

(1) 有理奇数𝑧において方程式𝑥2 + 𝑝𝑦2 = 𝑧 (𝑝 ∤ 𝑧)をみたす互いに素

な整数解𝑥, 𝑦（二平方和の表し方）は、𝑧が相異なる𝑛個の素数で分

解されるとき二平方和は2𝑛−1通りある（べき乗を 1 つの因数とみ

なす）。 

(2) ℤ[√−3]において𝑞 = 𝑥2 + 3𝑦2と表せる有理素数𝑞は、 

𝑞 ≡  1  (𝑚𝑜𝑑 )である。 

(3) 𝑝 = 𝑎2 + 3𝑏2と表せる有理素数𝑝に対して、𝑎 + 𝑏√−3はℤ[√−3]の

素元になる。 

(4) ℤ[√−3]の素元でない既約元は“2と1 ± √−3”だけである。 

(5) ℤ[√−7]において𝑞 = 𝑥2 + 7𝑦2と表せる有理素数𝑞は、 

𝑞 ≡ 1, (𝑚𝑜𝑑 )である。 

(6) 𝑝 = 𝑎2 + 7𝑏2と表せる有理素数𝑝に対して、𝑎 + 𝑏√−7はℤ[√−7]の

素元になる。 

(7) ℤ[√−7]の素元でない既約元は“2と1 ± √−7”だけである。 

ということが考察される。 

 

今後の課題として、 

  ・他の虚２次体の整数環ではどうなるのかを調べること 

  ・素イデアル分解も考えてこれとの関係性を調べること 

  ・正規化環ℤ[𝜔]（但し𝜔は虚数立方根）と関連して調べること 

  などが挙げられる。 
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