
方程式 𝑥2 + 𝑝𝑦2 = 𝑧 の解の研究 
 

齋藤 孝仁 

2013年2月2日 



0.はじめに 
 • ２次体の整数環は普段当たり前だと思われてい
る素因数分解の一意性が成り立たないことが多
い。 

• そこで虚２次体の整数環であるℤ −𝑝 (𝑝 =
3,7)について考え、素因数分解の一意性が成り
立たない中にも何か規則があるのではないかと
いうのが今回の研究の目的である。また素因数
分解の一意性と関連して二平方和問題の類似
（整数𝑧がある２つの整数𝑥, 𝑦の平方を用いて
𝑧 = 𝑥2 + 𝑝𝑦2と表せるかという問題）の研究も試
みた。 

• 計算はPrologを用いたプログラムによるものであ
る。 
 



1.素因数分解の一意性 



1.1.ℤ −𝟑 とℤ −𝟕  

次は素因数分解の一意性が成り立たない例を
見てみたいと思う。 



例）ℤ −3 における4の因数分解 

• 4 = 22 

• 4 = (1 + −3)(1 − −3) 

 

2も1 ± −3も既約元より因数分解が２通りある。 

よって素因数分解の一意性が成り立たない。 

 



例）ℤ −7 における8の因数分解 

• 8 = 23 

• 8 = (1 + −7)(1 − −7) 

  

2も1 ± −7も既約元より因数分解が２通りある。 

よって素因数分解の一意性が成り立たない。 



1.2.素因数分解の一意性不成立の理由 

• ℤ −𝑝 (𝑝 = 3,7)では素因数分解の一意性

が成り立たないことが分かった。 

 

この原因は何か？ 



• 整数環ℤでは素因数分解をすれば因数が必
ず素数となる。 

• しかし２次体の整数環では素因数分解をして
も因数が必ず素元になるとは限らず、既約元
となる場合がある。これが理由である。 

• つまり２次体の整数環には素数が少ないの
ではないかと考えられる。 

• そこでデデキント(1831-1916)は素数の代わり
に素イデアルを利用し、素イデアル分解を考
えることにより分解の一意性を回復させること
を考えた。 



2.二平方和問題 



2.1.二平方和問題 

• 二平方和問題とは              
「𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2と表せる有理整数𝑧はどんな数
か」という問題である。 

 

• そこで今回ℤ −𝑝 (𝑝 = 3,7)を研究するにあ

たって、二平方和問題の類似として、
「𝑧 = 𝑥2 + 𝑝𝑦2(𝑝 = 3,7)と表せる有理整数𝑧
はどんな数か」という研究を行うことにした。 



2.2. ℤ −𝟑 とℤ −𝟕 の二平方和 

• ℤ −3 の二平方和について 
   𝑧 = 𝑥2 + 3𝑦2と表せる有理奇数𝑧について、 
   方程式の解である𝑥, 𝑦を表にまとめた。 
   ただし𝑧は3で割れない数とする。 
  

• ℤ −7 の二平方和について 
   𝑧 = 𝑥2 + 7𝑦2と表せる有理奇数𝑧について、 
   方程式の解である𝑥, 𝑦を表にまとめた。 
   ただし𝑧は7で割れない数とする。 
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𝟐𝟐𝟖 𝟏𝟒𝟗 

𝟑𝟗𝟔 𝟖𝟓 

𝟒𝟓𝟐 𝟐𝟏 

𝒛 𝒙 𝒚 因数分解 

𝟑𝟏𝟓𝟒𝟗𝟏 

𝟔𝟐 𝟐𝟏𝟏 

𝟏𝟏 ∗ 𝟐𝟑 ∗ 𝟐𝟗 ∗ 𝟒𝟑 

𝟏𝟒𝟔 𝟐𝟎𝟓 

𝟑𝟎𝟐 𝟏𝟕𝟗 

𝟒𝟒𝟐 𝟏𝟑𝟏 

𝟒𝟓𝟒 𝟏𝟐𝟓 

𝟒𝟖𝟐 𝟏𝟎𝟗 

𝟓𝟑𝟖 𝟔𝟏 

𝟓𝟓𝟒 𝟑𝟓 

ℤ −7 の二平方和 𝑧 = 𝑥2 + 7𝑦2 



表から考察されること① 

べき乗を１つの因数とみなせば、 
• 𝑧がℤで相異なる2つの素数で分解されるとき、  
二平方和は2通りある 

• 𝑧がℤで相異なる3つの素数で分解されるとき、  
二平方和は4通りある 

•  𝑧がℤで相異なる4つの素数で分解されるとき、 
二平方和は8通りある 

これから推測できることは、 
• 𝑧がℤで相異なる𝑛個の素数で分解されるとき、  
二平方和は2𝑛−1通りある 

ということである。 
 



• ℤ −3 において 

  𝑧 = 𝑥2 + 3𝑦2と表せる有理素数𝑞は、 
𝑞 ≡  1  (𝑚𝑜𝑑6) 

• ℤ −7 において 

    𝑧 = 𝑥2 + 7𝑦2と表せる有理素数𝑞は、 
𝑞 ≡ 1,5(𝑚𝑜𝑑6) 

 と表せる。 

表から考察されること② 



2.3. ℤ −𝟑 の素元 

• 表から7のℤ −3 における因数分解は、 

7 = 22 + 3 × 12 = (2 + −3)(2 − −3) 
    となることがわかる。 
 

• これを利用して有理素数をℤ −3 で因数分解したときの
因数が素元であるかどうかを確かめるため、その因数に
よるイデアルを考え剰余環が体になるかどうかを考える。 

 

• 𝑅0: = ℤ −3 ≅ ℤ 𝑋 /(𝑋2 + 3) 

• 𝑅1: = ℤ 𝑋 ⊃ 𝐼 
 



7 = (2 + −3)(2 − −3)について 

𝐼 = (𝑋2 + 3,2 + 𝑋)とする。 

2 + 𝑋 = 𝑌とおけば 
𝐼 = 𝑌2 − 4𝑌 + 7, 𝑌 = (𝑌, 7) 

となるから、 
𝑅1/𝐼 ≅ ℤ 𝑌 /(𝑌, 7) ≅ 𝐹7 

𝑅1/𝐼 が体になったので、2 + −3は素元である。 
 



13 = (1 + 2 −3)(1 − 2 −3)について 

𝐼 = (𝑋2 + 3,1 + 2𝑋)とする。 
2 𝑋2 + 3 − 𝑋 1 + 2𝑋 = 6 − 𝑋 ∈ 𝐼 

より6 − 𝑋 = 𝑌とおけば 
𝐼 = 𝑋2 + 3,1 + 2𝑋, 6 − 𝑋

= 𝑌2 − 2𝑌 + 39, −2𝑌 + 13, 𝑌  
= 39,13, 𝑌 = (𝑌, 13) 

となるから、 
𝑅1/𝐼 ≅ ℤ 𝑌 /(𝑌, 13) ≅ 𝐹13 

𝑅1/𝐼 が体になったので、1 + 2 −3は素元である。 

 



より一般化して、 

𝑝 = 𝑎2 + 3𝑏2と表せる有理素数𝑝に対して、 

𝑎 + 𝑏 −3はℤ −3 の素元になる。 
  
証明） 

𝐽 = (𝑋2 + 3, 𝑎 + 𝑏𝑋)とおくと、 

𝑏 𝑋2 + 3 − 𝑋 𝑎 + 𝑏𝑋 = 3𝑏 − 𝑎𝑋 ∈ 𝐽である。 
𝑎𝑠 + 𝑏𝑡 = 1となる整数𝑠, 𝑡があるので、 
−𝑠 3𝑏 − 𝑎𝑋 + 𝑡 𝑎 + 𝑏𝑋 = 𝑋 + 𝑎𝑡 − 3𝑏𝑠 =: 𝑌 ∈ 𝐽とおく。 

𝑎 + 𝑏𝑋 𝑎 − 𝑏𝑋 = 𝑎2 − 𝑏2𝑋2 = (𝑎2+3𝑏2) − 𝑏2(𝑋2 + 3)より、 

𝑝 = 𝑎2 + 3𝑏2 ∈ 𝐽である。 

𝑌, 𝑝 = 𝐽0 ⊂ 𝐽とすれば、ℤ 𝑌 /𝐽0 ≅ 𝐹𝑝となり体になる。 

𝐽0は極大イデアルだから𝐽0 = 𝐽となるから、 

ℤ −3 /(𝑎 + 𝑏 −3) ≅  𝐹𝑝であり、 

𝑎 + 𝑏 −3はℤ −3 の素元になる。 



• この結果から表の平方和の２つの整数を

𝑥 ± 𝑦 −3の形の因数と思えば、表に出てき

たすべての素数は𝑥 ± 𝑦 −3を素元としてう
まく素元分解ができるといえる。 

 

• ではUFD不成立には欠かせない存在である

“素元でない既約元はなんなのだろうか”とい
うことを考えるべく、表には出てこなかった数
を考えたいと思う。 

 



4 = 22 = (1 + −3)(1 − −3)について 

𝑅0/(2) ≅ 𝑅1/(𝑋2 + 3,2) = 𝑅1/(𝑋2 − 1,2) 
≅ 𝐹2[𝑋]/(𝑋2 − 1) = 𝐹2[𝑋]/((𝑋 + 1)(𝑋 − 1)) 

ここで𝑋 + 1 = 𝐴, 1 − 𝑋 = 𝐵とおけば、 

𝐴 + 𝐵 = 2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑2)より𝐵 = −𝐴とできるので、 
𝑅0/(2) ≅ 𝐹2[𝑋]/(𝐴2) = 𝐹2[𝐴]/(𝐴2) 

という無限小拡大環となるので、2は素元ではない。 

 

𝑅0/(1 + −3) ≅ 𝑅1/(𝑋2 + 3,1 + 𝑋) ≅  ℤ 𝑌 /(𝑌, 4) ≅ ℤ4 

という環になり体ではないので、 

1 + −3も素元ではない。 



• 以上の考察からℤ −3 がUFDとなれない理

由は、素元でない既約元“2と1 ± −3”の存

在であるといえ、なおかつ素元でない既約元
はこの３つだけに限られると考えられる。 



2.4.ℤ −𝟕 の素元 

• 𝑅0: = ℤ −7 ≅ ℤ 𝑋 /(𝑋2 + 7) 

• 𝑅1: = ℤ 𝑋 ⊃ 𝐼 



11 = (2 + −7)(2 − −7)について 

𝐼 = (𝑋2 + 7,2 + 𝑋)とする。 

2 + 𝑋 = 𝑌とおけば 
𝐼 = 𝑌2 − 4𝑌 + 11, 𝑌 = (𝑌, 11) 

となるから、 
𝑅1/𝐼 ≅ ℤ 𝑌 /(𝑌, 11) ≅ 𝐹11 

𝑅1/𝐼 が体になったので、2 + −7は素元である。 

 



23 = (4 + −7)(4 − −7)について 

𝐼 = (𝑋2 + 7,4 + 𝑋)とする。 

4 + 𝑋 = 𝑌とおけば 
𝐼 = 𝑌2 − 8𝑌 + 23, 𝑌 = (𝑌, 23) 

となるから、 
𝑅1/𝐼 ≅ ℤ 𝑌 /(𝑌, 23) ≅ 𝐹23 

𝑅1/𝐼 が体になったので、4 + −7は素元である。 

 



より一般化して、 

𝑝 = 𝑎2 + 7𝑏2と表せる有理素数𝑝に対して、 

𝑎 + 𝑏 −7はℤ −7 の素元になる。 
  
証明） 

𝐽 = (𝑋2 + 7, 𝑎 + 𝑏𝑋)とおくと、 

𝑏 𝑋2 + 7 − 𝑋 𝑎 + 𝑏𝑋 = 7𝑏 − 𝑎𝑋 ∈ 𝐽である。 
𝑎𝑠 + 𝑏𝑡 = 1となる整数𝑠, 𝑡があるので、 
−𝑠 7𝑏 − 𝑎𝑋 + 𝑡 𝑎 + 𝑏𝑋 = 𝑋 + 𝑎𝑡 − 7𝑏𝑠 =: 𝑌 ∈ 𝐽とおく。 

𝑎 + 𝑏𝑋 𝑎 − 𝑏𝑋 = 𝑎2 − 𝑏2𝑋2 = (𝑎2+7𝑏2) − 𝑏2(𝑋2 + 7)より、 

𝑝 = 𝑎2 + 7𝑏2 ∈ 𝐽である。 

𝑌, 𝑝 = 𝐽0 ⊂ 𝐽とすれば、ℤ 𝑌 /𝐽0 ≅ 𝐹𝑝となり体になる。 

𝐽0は極大イデアルだから𝐽0 = 𝐽となるから、 

ℤ −7 /(𝑎 + 𝑏 −7) ≅  𝐹𝑝であり、 

𝑎 + 𝑏 −7はℤ −7 の素元になる。 



• この結果から表の平方和の２つの整数を

𝑥 ± 𝑦 −7の形の因数と思えば、表に出てき

たすべての素数は𝑥 ± 𝑦 −7を素元としてう
まく素元分解ができるといえる。 

 

• ではUFD不成立には欠かせない存在である

“素元でない既約元はなんなのだろうか”とい
うことを考えるべく、表には出てこなかった数
を考えたいと思う。 

 



8 = 23 = (1 + −7)(1 − −7)について 

𝑅0/(2) ≅ 𝑅1/(𝑋2 + 7,2) = 𝑅1/(𝑋2 − 1,2) 
≅ 𝐹2[𝑋]/(𝑋2 − 1) = 𝐹2[𝑋]/((𝑋 + 1)(𝑋 − 1)) 

ここで𝑋 + 1 = 𝐴, 1 − 𝑋 = 𝐵とおけば、 
𝐴 + 𝐵 = 2 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑2)より𝐵 = −𝐴とできるので、 

𝑅0/(2) ≅ 𝐹2[𝑋]/(𝐴2) = 𝐹2[𝐴]/(𝐴2) 
という無限小拡大環となるので、2は素元ではない。 
  

𝑅0/(1 + −7) ≅ 𝑅1/(𝑋2 + 7,1 + 𝑋) ≅  ℤ 𝑌 /(𝑌, 8) ≅ ℤ8 

という環になり体ではないので、1 + −7も素元ではない。 



• 以上の考察からℤ −7 がUFDとならない理

由は、素元でない既約元“2と1 ± −7”の存

在であるといえ、なおかつ素元でない既約元
はこの３つだけに限られると考えられる。 



3.まとめと今後の課題 



3.1.まとめ 

今回方程式𝑥2 + 𝑝𝑦2 = 𝑧の解の研究ということで

ℤ −3 とℤ −7 に焦点を当てて研究をした。その

結果としては、 

 

(1)有理奇数𝑧において方程式𝑥2 + 𝑝𝑦2 = 𝑧 (𝑝 ∤ 𝑧)
をみたす互いに素な整数解𝑥, 𝑦（二平方和の表し
方）は、𝑧が相異なる𝑛個の素数で分解されるとき
二平方和は2𝑛−1通りある（べき乗を1つの因数とみ
なす）。 

 



(2)ℤ −3 において𝑧 = 𝑥2 + 3𝑦2と表せる 

 有理素数𝑞は、𝑞 ≡  1  (𝑚𝑜𝑑6)である。 

 

(3) 𝑝 = 𝑎2 + 3𝑏2と表せる有理素数𝑝に対して、 

𝑎 + 𝑏 −3はℤ −3 の素元になる。 

 

(4)ℤ −3 の素元でない既約元は、 

 “2と1 ± −3”だけである。 

 



(5)ℤ −7 において𝑧 = 𝑥2 + 7𝑦2と表せる 

 有理素数𝑞は、𝑞 ≡ 1, 5(𝑚𝑜𝑑6)である。 

 

(6) 𝑝 = 𝑎2 + 7𝑏2と表せる有理素数𝑝に対して、 

𝑎 + 𝑏 −7はℤ −7 の素元になる。 

 

(7)ℤ −7 の素元でない既約元は、 

 “2と1 ± −7”だけである。 

 



3.2.今後の課題 

• 他の虚２次体の整数環ではどうなるのかを調
べること 

• 素イデアル分解も考えてこれとの関係性を調
べること 

• 正規化環ℤ 𝜔 （但し𝜔は虚数立方根）と関連
して調べること 
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