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オイラー関数のグラフ

自然数 に対して を満たし と互いに素な自然数 の個数を と書き オ

イラー関数という

のグラフを の範囲で描いてみよう

図 までのオイラー関数のグラフ



グラフの観察

このグラフは一見して複雑で不規則な分布をしているが 原点を通りそうな直線が多く観察でき

る また領域の左上境界が になっていることも分かる

が素数 なら よって直線 上の点が素数のある限りできる グラフの

上では点を赤く示している

が素数でないなら よって領域 にグラフが入る

かくしてオイラー関数による素数の判定定理「 が成り立ち ここで等号が成立する

条件は が素数になること 」が視覚的にグラフの上で表された

が奇素数 の 倍なら なので このとき

になって直線 の点が素数のある限り沢山できる したがってグラフでは直線ができて

これを緑色で示した

が素数 の 倍なら なので このとき

になって直線 の点が素数のある限り沢山できる したがってグラフでは直線

ができる これを青色で示した

一般に 自然数 に対してその素数 倍を考える すると

により とおくとき

傾きが同じ直線

の定める直線 と の定める直線 とは傾きがともに であり

切片も と なので似た直線になり合わさって太い直線に見えてくる

そこで傾きが になる場合を求めると を満たす を求めればよい すなわち

の解を探すことであり それはすでに求めていた が解である

の場合の直線は であり の場合の直線は なので傾きが等

しい

傾きが になる場合は を満たす を求めればよい すなわち の解を探

す このとき は のべきに限る

研究課題

素数 に対して の解 は のべきに限るか

このようにしてグラフの観察から数学の問題がでてきた 数学の課題の発展的追求は興味深いこ

とである



表 直線の式



最初の定理

与えられた と傾きの等しい を求めるには

を未知自然数 についての方程式として解けばよい

を素因数分解して

とおく ここで は相異なる素数である

すると

になる ここで指数部をすべて にしてそれを とおく

すなわち であるが が成り立つ

したがって

について解けばよい

その結果は は の素因数 の積であり各素因数に対する指数は正になるので

ある

これを についての数学的帰納法を用いて証明する なら なので が成

り立ち となって成立 とすれば の最大素数 は となる

とおいて と書くと によって

を

と書き直し と は互いに素なので

を満たす自然数 がある

の素因数分解での における指数を とおくと は で割れない と書ける

は平方因子がないので と は互いに素になり と書ける

と式 により

これより

の素因数の個数は なので帰納法の仮定から は 素因数 の積で書ける

なので は 素因数 の積で書けたので次の定理の証明ができた



定理 与えられた自然数 に対し

を満たす自然数 は の相異なる素因数 の積として表される このとき の各素

因数での指数はすべて正である

数値例

パソコン君に依頼して のときと のとき までの解を表にしてもらった

表 の解

素因数分解

と のときの解を実地に計算すると全く同じ解が出てくる

種明かしの後だと 感動が少ないようだがそれでも私には十分面白い

相異なる素数の積の場合

次にすべきことは自然数 に対してその素数 は を割らない 倍を考える すると

により得られた

を 自然数 についての方程式とみなしてこれを解くことだが一般には難しいので には平方

因子のないこと 言い換えれば は相異なる素数の積と仮定して解くことにする この場合の

を と書こう

このとき解 は素数 を用いて と書けることを の相異なる素因数の個数 につい

ての数学的帰納法を用いて証明する

なら なので方程式 は となって は素数になり正しい



の場合を仮定して の場合を証明する

の最大素数 をとり とおき と書くと に

よって方程式 は となりこれを変形した

について は の最大素数 なので とは互いに素になる ゆえに

を満たす自然数 がある

とおけば となり の素因数分解での における指数を とおくと

は で割れない と書ける すると

および

が成り立つ

に注意して

これより

は と互いに素なので が導かれる

ゆえに は と互いに素となり に注意して

と により

この式から をとると

は素因子の個数が で平方因子がないので帰納法の仮定が使えて と書ける素数

がある これより 次の定理の証明ができた

定理 与えられた平方因子のない自然数 に対し

を満たす自然数 は と素数 の積として表される このとき は素数 の倍数ではない

この結果は以前予想されていたことであるが技術的問題があり と が互いに素な場合

にしか証明ができていなかった 今月号で課題が果たせたことになる

研究課題

は奇数で平方因子がない 場合 を満たす解は は

素数で を割らない に限ることを証明せよ



数値例

パソコン君に依頼して のときの場合の解を探してもらった

とおけば方程式は

となりその解は の範囲で次の通り

は平方因子があるのでエイリアン解が出る可能性があり実際に１つエイリアン解

が付いている がでている

表 の場合の解

素因数分解

グラフの観察

素数 に対して なので素数 を大きくしていくと傾きが から始ま

り に近づく しかし なら となり傾き

が よりだいぶ小さくなる についてパソコン君に依頼して次の表を得た 数値が雄

弁に語りかけてくるものは大きい

ゼータ関数

素数を小さい順から並べて数列 とおいてみよう この積から数列 を作る すなわち

と続く それより

とし数列 を考える 以下の についての の表を観察する

だけだとだまされ易いのであるが数列 は に収束する それを示すにはゼータ関数が必要に

なる



表 の表

素因数分解

に関して 自然数 の 乗の逆数和を の関数とみて と書き ゼータ関数という

これは数学で最も重要な関数の１つであり により導入された

この級数は で収束するが では は自然数の逆数の和であるが その値は存在し

ない 強いていえば無限大に発散する

一方 はオイラーによると 各素数 についての の無限積になる すなわち

この等式を証明することは 誰でも人生において１度はすべきことであろう 等比級数の計算を

繰り返して 素因数分解の一意性を使うと次のようになる



これらを掛けて整理すると

となり ができる

これでも納得できないなら きちんと式を書いてしまう方が却って分かるかもしれない

素数 に対して

とおく

これらを として用いて から順に掛けてその一般項を考えるとこれは 適当

な 達の 積なので と書ける ここで は適当な 達とする

自然数 は素因数分解の一意性により らの適当な積として一意にかけるので

となる

によって数列 は に収束することが導かれる しかし その への

収束は極めて緩慢である



のグラフ

のもつ性質が分かってきたのでそのグラフを書いてみた オイラー関数のグラフは

にも出ているのでそのグラフが神秘的なことはよく知られているのだろう しかし

のグラフを見た人はあまりいないのではないか 少なくとも私は見たことがなかった

月の裏側の地形を初めてみるときの天文学者と同じような気持ちでコンピュータの描く図形を見

守った

を与えればコンピュータはグラフをはき出すが数学的に意味のある形でグラフを書かせる

には数学がわかった人でないとできない．

図 のグラフ

左の端からグラフが立ち上がり 中央部では横縞が多数見える これは驚いた 和服の帯の模様の

ようだ

最も上の横縞は赤い点 残念ながら 紙面の図では見えない のホームページに載せてお

くので で見てほしい で は素数 である

区別するために とする

に注意すると すなわち素数が双

曲線 を与え が

から



一般に なら

に近接して から定まる点 が並ぶのであろう したがって 太

めの横縞線がかろうじて見える

のとき によれば の曲線の上に乗る しかし

素数の二乗はだいぶ数が少ないとみえて放物線には見えない しかし 最も上の素数の横縞のすぐ

下にこれらの点が放物線の上にあることはよく見えるであろう

約数の和関数のグラフ

についてのグラフを与えよう

図

なら であり 等号成立ならこれらの は素数である したがっ

てたくさんあり は境右下側の境界の直線を与える式である

さて は を割らない素数 に対して によ

り方程式

ができる オイラー関数の場合のように傾きが同じ場合を調べよう



すなわち与えられた に対して

を満たす自然数 を求めよう 簡単そうな場合から始める

素数の場合

が素数 の場合

条件式は となる と は互いに素なので を満

たす自然数 がある の素因数分解における での指数を とおけば と で割れない

自然数 で表され

よって の分母を払い

をえる によって

の を払うと

よって すなわち と は互いに素なので から

ゆえに になって したがって

求める は すなわち なので

オイラー関数の時 与えられた について これを について解くとき

の素因子の累乗の積がすべて解になったことを思い起こすと 約数の和関数のときはきわめて制約

的である この余りにも大きな違いに思わずため息が出る

グラフに即して言えば オイラー関数の時にあった同じ傾きの直線が多くあってこれらが重なっ

て太い直線に見えるようなことは の世界では滅多に起きないのだ

合成数の場合

もっとも簡単な 素数の累乗でない 合成数は である

とすると なので方程式は になる これは完全数の定義式

なので 解 は有史以来の努力で 個もみつかったが統制できるものではない の範

囲でパソコン君に調べてもらったら次の表をえた



表 の解

素因数分解

とすると なので を満たさねばならない パソコン君にこの解を

探してもらうと で しかないという

研究課題

を満たす偶数 は になることを示せ

とすると なのでパソコン君に の解を探してもらうと意外

に解を沢山だしてくれた

表 の解

素因数分解

という素数列が素因数分解の中に見えてきたのが面白い

番目の解 の素因数分解 の他は が単独に出ている

さて のとき と自然数 で表される ここで は の倍数では

ない と仮定する

なので によれば すなわち は完全数なのである

研究課題

のとき は の倍数ではない と仮定すると解はどうなるか

これには解が１つはあるが 他の解はあるのだろうか

関数のグラフ

素因数分解は のとき その比は

これがここでは最大値 しかし なので グラフの上の方は限りなく大きくな

るはずである．このグラフでも 上方は不確定な様子が見て取れるであろう



図 関数


