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第 種オイラー関数と陪関数

第 種オイラー関数と陪関数の定義は以前にも書いたが 重要なのであらためて書く

自然数 の素因数分解 に応じて を と書きオイラー陪関数 と呼ぶ

さらに とおき を第 種オイラー関数という

その心は のとき より小さいが と互いに素な数の和は

なので となり定義から と等しいからである

第２種オイラー関数のグラフ

とありあえず第２種オイラー関数 のグラフを描いてみよう

とおき についてグラフを描いたのである

が素数 なら なので によって

を満たす したがって素数 に対応して点 は放物線 の上にあり一般の自

然数 に対しての 点 は

で定義された領域の点である

の定める放物線

を奇素数として に対して とすると

とおけば

たとえば なら 放物線

なら 放物線

なら 放物線

がそれぞれ対応する



図 第 種オイラ関数のグラフ

の定める放物線

同様に を素数とし とおけば を満たす

なら 放物線

なら 放物線

なら 放物線

がそれぞれ対応する

の定める代数曲線

素数 を１つ定めて素数 について について

かくして とおけば放物線 が定まる

の定める代数曲線

素数の累乗 と書ける について ここで なので と

なる

とおくと を満たす



のとき であり を満たすのでこれは 次代数曲線である

のとき

ならば

かくして とおけば放物線 を境界とする領域ができる

この補集合の定める領域 がグラフで描かれた「広い海」である



オイラー関数の余関数のグラフ

余関数のグラフ

陪関数の余関数のグラフは次の通りである 広い海がますます広く見える

図 陪関数の余関数のグラフ

オイラー関数の余関数の 次評価式

が素数 の立方 のとき が成り立つ 一般に が素

数でなくさらに素数の平方でもないとき

は成り立たない についての数表を次に見てみよう

しかし についての次の数表に注目するとこの場合不等式 正し

いようだ そこで証明を考えよう



表 の場合

素因数分解

表 の場合

素因数分解

次基本不等式

のとき について を証明することを目標にする

はじめは に平方因子がないときを扱う

相異なる素数 について のとき

なので

となる について各々の正の 乗根を とおけば



と書き直せる

簡単のため とし をそれぞれ とおけば と仮定できる

その結果目的の不等式は

と見やすい形になった これは 各変数については 次式であるが 今まで見たことも聞いたことも

ないような不等式である

こういうニューフェースに出会えるのが研究の醍醐味と言ってよい

に着目して とおく

となるので

とすると と簡単に書

ける

で微分すると

この でない方の根を とおけば となり

とおけば なので

とおき これが正となることを示そう

相加相乗平均の不等式によって なので とおけば

一方 により によって

同様にして により

これより

ところで によって とおけば

であり 次式 の頂点の 座標は なので のとき したがっ

て は示された

このように高校数学の範囲で新しい不等式が証明できた



一般の場合の不等式

のときも不等式

が成り立つ事は帰納法で簡単に分かる すなわち の場合の不等式の成立を仮定する

とおくと 帰納法の仮定から が成り立つとしてよい

によれば

のとき に平方因子があるときを最後に扱う

に応じて とおくとき となるので

になって

となり証明された．

このようにしてオイラー関数の余関数について 次評価式ができたが が新たな条件となっ

ている

オイラー関数の場合のエイリアン解

を相異なる素因数とし とおく さらに

とし と異なる素因数 に対して とおく このとき をジーンと

呼ぶ

を 倍して変形し



すると になるので

解 を素因数分解して は で割れない とし とおくと

が示され となり 式 を で割ると

これより とおくと次式が得られる

ここで これがオイラー関数のときの 個のジーン に対応する卵

の方程式である 証明からわかるように 個以上のジーン にも同様の卵の方程式が成立

する

は余関数 であることに注意するとよい



エイリアンの卵の名前

パソコン君に依頼してジーンが と のときの卵 が 以下の場合に求めた 単独の場合

のジーンも意外に多かったので 各卵にアルファベットで名前をつけた

表 ジーン のときの卵

卵の名前 卵 素因数分解 素因数分解



表 ジーン のときの卵

卵の名前 卵 素因数分解 素因数分解

エイリアンの例

のとき

のときの解を求めた

のとき

のときの解を求めた

のとき

この後は通常解が続く



表 ジーン のときの卵

卵の名前 卵 素因数分解 素因数分解

のときの解を求めた ジーンが の指数を つ上げただけでエイリアン解がぐっと

増えた 対応する卵の名前を書いていったら 最後の１つの卵の名前が不明になった すべての卵

を拾うには探索の範囲をさらに広げる必要があったのだ 卵がわからないエイリアン解は言ってみ

れば、暴れ馬である しかも この場合は探索の範囲を広げればさらにエイリアン解がみつかる可

能性が大である

のときのエイリアン解はその卵 のジーンが でその指数が 以下である す

なわち

私は最初の段階で で卵を探したのでエイリアン解 の卵が見つからなかった

そこで 何という暴れ馬だ と嘆じたのだが気を取り直すと卵 が見つかったのである

のときのエイリアン解の最大値は であることは確実だが証明はできてい

ない

エイリアン解探索のときの範囲を十分安全にとるにはオイラー関数の余関数の 次評価の精密



表 のときの解

素因数分解 卵の名前

化が必要なのであろう
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の
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素因数分解 卵の名前

の

暴れ馬


