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約数の和関数

自然数 の約数の和を と表し 約数の和関数と呼ぶ たとえば なら約数は

になるので

約数の和関数のグラフ

パソコン君に頼んで約数の和関数のグラフを作ってもらった を 軸にとり を

軸にとったグラフは次の図１である

このグラフから次のことがわかる 原点付近を通る直線があり その上側にのみ点が並んでいる

ここでは 点を大きくするためスター印で示している 右側の限界線は赤い直線なのだが 雑誌の誌

面ではそれが赤く見えないのが残念である

実際 が素数の場合は であり とおけば となる これ

が限界線の方程式である 幸いにも素数はかなり多いので これらが直線に見えるのである

目のいい人はこの限界線のところどころに切れ目があることに気づくであろう これは自然数列

において 素数が全然でない大きめの区間がときどきあることに対応している までの範囲で

探したところ表１にあるように素数の無い場所が発見された と は素数であるがその間

は素数がない 図１でもその辺りが空いている



図 の場合



表 は素数 その後 まで素数は現れない

素因数分解



素因数分解

が素数 の 倍の場合は を満たす と

おけば となる

一般に とし は素数 と は互いに素なとき

となる これを 倍して

なので とおけば となる

次の表２には 以下の に関し直線 の式が挙げられている これらの直

線が図 のグラフで見えていることになる

素数の平方 なら なので放物線になる しかし

素数の平方は素数に比べると少ないのではっきりした放物線には見えない

さて このグラフは一価関数のグラフであるが １つの数 について直線 を考えるといく

つもの交線があるように見える しかし これは錯覚である 実際 に限ったグラフ図２を

みれば 確かにこれらが一価関数のグラフであることが納得できるであろう



表

左側の限界

グラフの右側は で限られているが 左側はどうだろう さっと見た限りでは な

どが成立しそうである

しかしそのような限界はないのである

順に並べた素数の数列 を とおく 順に 個の素数を掛けた数を とお

けば

よって

ところで 右辺を についての数列の項とみるとこれは単調増大数列で のとき無限に大き

くなることが証明されている ただし で評価できる増大度でありきわめて緩慢にしか増え

ない

まで素数を掛けたときの傾き を求めたのが 表 である このとき傾きは

になるので 確かに４以下である



図 に限ったグラフ

右側の限界

右側の限界をさらに精密に調べるため 関数 を で定める が

素数の平方 なら になる そこで 素数以外の自然数 につい

て の順に並べてみよう

を素因数分解し とおく ここで らは相異なる素因数である．素

数のべき らを並べ替えて増大する数列とみなしこの各項の正の平方根をあら

ためて とおく

すると であり

により らの積が となり それを次のように簡単に と記そう そのとき

を満たす



表

不等式

やや一般に正項数列 について次の不等式を示す 正項数列 は単調増大数列で は自然

数 その最小数は とする このとき

とおき とする

命題 なら

この不等式を以下で帰納法を用いて証明する

のとき

の場合 の場合は仮定されているから

を に代入して

のときは のときに使う ここで は素数で であり かつ

さらに の他は は を超える



表 の順に並べる

因数分解

のとき 式 により と に注目すると

これによって が素数および素数の平方でないなら が示された さらに

になり を満たす

これは限界線の内側に放物線の限界があることを示している



表 の順に並べる 続き

因数分解

の解

この後は 先月号の続きである

特徴付けが でできた そこでこの条件を平行移動しよう

の場合について の解をエクセルの表 をもちいて調べ

てみる 何がでてくるか本当に楽しみである

表 を観察して興味ある結果がみつかったら証明してみよう

証明できれば新しい定理がえられることになる



因数分解

の解

の解として と が出ている

されにパソコン君に依頼して の範囲で探索してみたら が出てきた そ

の素因数分解は ので である

これらの解は のように素数 を用いて書かれている そこで 素数 と

して書ける場合について解を探そう

なので に注意すると が成り立てばよい そこで

が素数になるものを探す

なら これは解である

パソコン君によるとさらに次のような解があった



次の予想をたててもいいのはないか

の解は ここで は素数 と表され 満たす

このような解は無限にあることを予想とする

の解

この場合に についてパソコン君に解を探してもらった その結果次の表をえた

因数分解

この場合は解の一般的形の推測すら困難を感じる

の解

表 によると の解 は のべきに違いない

実際 から より

ここまでは簡単なのだが この逆 すなわち の解は のべきであることを示し

たいのだが 難しいであろう

しかしできるところまでやってみたら次のようになった

解が の倍数の場合を考える

は で割れない とかくと

によって

これより

これから なら矛盾を導きたい しかし ここで冷温停止状態に陥ってしまった



の解

このとき とすると は互いに素なので と書ける

なら になる。これが唯一の解になることをいいたい

なら なので これは に矛盾

なら は相異なりこれらは の約数なので

これは矛盾 こうして が唯一の解になることの証明ができた



の解

表 では が唯一解にみえた しかし の解をパソコンに探してもらうとつぎの

ように数多く見つかった

表 の解

数分解

解の形は なのでこの形の解を探索する

を に代入すると なのでパソコン君はこれなら簡単だと

言って次の解 を出してくれた

さて の解は素数 からすべてえられるのだろうか

もしそうなら の解は完全数が素数 から得られたことときわめて

類似している その点で興味がある

の解

表 から推察すると が唯一解 この証明は読者に委ねる

の解の研究はまだ何もできていない

研究課題

の解を調べよ


