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完全数

を自然数とするときその約数の和を と書く これを の関数とみて

ユークリッド関数という

が互いに素なら

が成り立つ これをユークリッド関数の乗法性という

ところで を満たす数 を 完全数 という

などがあり古代の数学者ユークリッドによって考えられた

これらを素因数分解すると

などとなる

最近 年 月 日 個目の完全数が発見され一般の新聞紙上でも大きく

報道された

ユークリッド

エウクレイデス ユークリッド 『ユークリッド原論』 第 巻

命題 は次のようなものである

もし単位から始まり順次に 対 の比をなす任意個の数が定められ，それら

の総和が素数になるようにされ，そして全体が最後の数にかけられてある数をつ

くるならば，その数は完全数であろう

解説

古代ギリシャの数学では 単位は を指す

から始まり 順次 倍する 任意個の数を 個とする

それらの総和

は等比数列の和の公式により



総和を と書き素数と仮定する

総和 を 最後の数である とかけた数を とおくとこれは完全数になる

例

は素数 は完全数

の場合は各自やってみよう

のべきから 引いた が素数になるとき は完全数であ

りとくにこの形の数をユークリッドの完全数という

これを確認しよう ユークリッド関数の乗法性によって



が素数のとき をメルセンヌの数という とくに が素数

のときメルセンヌの素数という

図

年は太閤秀吉の刀狩りの年で 日本史で記憶を強制される年号である 私

は イゴパッパトカタナガリ として記憶している

一般に が素数になるとき は素数になることが証明できる

完全数

をメルセンヌ素数とする がユークリッド

の完全数になる



完全数の数表

表 完全数の場合



最初の４つの完全数が見出されたのは紀元前のことであったが 世紀になっ

て５番目の完全数が発見された ４番目の完全数 は 桁であったが 番目の

完全数 は 桁もあった それから 年経って 番目が によっ

て見出された

番目の完全数はオイラーが発見した そのためには が素数であるこ

との証明が必要になった



メルセンヌ素数と完全数の表

表 メルセンヌ素数

番号 の桁数 の桁数 発見年 発見者

不明



表 メルセンヌ素数 コンピュータの活用

番号 の桁数 の桁数 発見年 発見者



表 メルセンヌ素数 の時代

番号 の桁数 の桁数 発見年 発見者

年からはほぼ毎年のように発見されたが 年からペースが落ちいて

いる



表 メルセンヌ素数の発見者

発見年 発見者

注 番目以降は他にメルセンヌ素数のある可能性があるので仮の番号

注 は の略称 年に発足

分散型コンピューティングによって 参加者のコンピュータの余剰処理能力などを

利用して解析 検証作業を行う

このプロジェクトは によってソフトが作られ 開始された

が研究を手助けするサーバを稼動させている これまで ものメ

ルセンヌ素数が発見された

日本人による貢献がないのがやや残念というべきか



弱い完全数

が素数になるという条件をはずして が素数になるという

条件のみをつけるとき を弱い完全数 というこ

とにする

表 弱完全数

素因数分解 弱完全数

は非完全数を示す

この表を観察すると または または をやは

り満たしていることがわかる

詳しく述べると

なら

なら



弱弱完全数

条件をさらに弱めて を奇数にしても次からわかるように 末尾１桁が ま

たは はやはり成立している

表

素因数分解 弱弱完全数

を奇数とだけ仮定している場合 とおき を弱々しいが完

全な数 さらに簡潔に弱弱完全数と呼ぶ



オイラーによる証明

偶数の完全数はユークリッドの完全数に限る

このことはオイラーによりはじめて証明された

図

没後に公表された彼の証明をリライトすると次のとおり

を偶数の完全数とし 奇数 の形に書く

となるので

により

左辺は既約分数だから を満たす自然数 がある



なら になり は奇数となり仮定に反する

なら になるので は素数

なら は 以外の の約数である を満たす

から

となって矛盾

証明のキーは は が素数 になる必要十分条件になることで

ある

の特徴づけ

のとき関数 の乗法性を用いて

となるので整理すると

のときにあった がうまく消えている

この逆問題を考える すなわちこの式を についての方程式と考えこれを満た

す解 をすべて求めよう

方程式の解 としては がある これらに限るか という問題を考える

式から は偶数になることがわかる これは大きなアドバンテージである

それゆえ 奇数 と書けるのでこれを代入する

ゆえに

で除して

のとき

よって ゆえに



のとき を用いて

整理すると

ゆえに

とすると となって上の式は成り立つ そこで前の式に戻り

で割ったら よって は素数 ゆえに

とすると なのでこれで割ると となり矛盾

以上によって 方程式の解は 通常解という のほかに がありこ

れらだけであることがわかった

通常解 以外の解 の形を見ると が「ボクも素数に入れて」と

叫んでいるようである そこで を擬素数とみて を擬素数解という

できてみると証明はやさしいがオイラーの証明と似ているところがカワイイ

の特徴づけ

素数 の累乗 をとる を満たす素数 をとり とおく

となる 分母を払ってから を乗ずると



ここで とおく すなわち

が基本方程式である

この解は擬素数解 と通常解 となる素数 となるこ

とが証明できる



の特徴づけ

素因子が１個の場合には方程式の問題の完全に解決ができた 次に簡単な素

因子が 個 とくに の場合を考える と仮定する はいわゆる完

全数である

により ができる

そこで方程式 の解をすべて求めたい

この式を使うだけでは が偶数とは言えないしその証明は難しいようだ 「

奇数完全数は存在するか 」 という 年来の数学世界の懸案問題より難し

そうである

ところでこの解をコンピュータで探索すると通常解 素数 と

擬素数解 の他にわけのわからない解が出てきた このような解を

エイリアン解と呼ぶ

表 のエイリアン解

素因数分解

エイリアン解は２個しか出てこなかったがいずれも

素数 の形をしている そこでその形になるエイリアン解を探す

表 素数

エイリアン解は末尾が また指数 は の倍数であるらしいことがわかる

これらはメルセンヌ素数を だけ平行移動した形をしている

完全数は無限にあるという予想は 完全なるものが無数にあるという意味で美

しい

が素数になる はコンピュータで探してもその数はごく少ない

それにもかかわらず無数にあるにあるに違いない

この予想はだれも証明してくれそうも無い 実に恐ろしい予想である



表

素因数分解

半完全数と重完全数

完全数の定義を復習する

素数のとき を完全数という

素数のとき を狭義の だけ平行移動した完全数

という

だけ平行移動した完全数の満たす方程式を求めよう

かくして だけ平行移動した完全数の満たす方程式 が得ら

れた

これを満たす解を広義の だけ平行移動した完全数という

広義の だけ平行移動した完全数で狭義の だけ平行移動した完全数にな

らないものを発見することがわれわれの課題である

次に 素数のとき を狭義の だけ平行移動した

半完全数という

狭義の半完全数の満たす方程式を求めよう

半完全数 に対して



を用いて

の最大素因子が 一般に の最大素因子を と書く

よって半完全数の満たす方程式として

これを満たす解を広義の半完全数という

広義の だけ平行移動した半完全数で狭義の だけ平行移動した半完全数

にならないものを発見することは面白い課題である



重完全数

素数のとき を だけ平行移動した完全数という

また を狭義の だけ平行移動した重完全数という

狭義の重完全数の満たす方程式を求めよう

重完全数 に対して

を用いて

これが狭義の だけ平行移動した重完全数の満たす方程式で これを満たす解を

すべて広義の だけ平行移動した重完全数という



の場合

表 完全数

素因数分解

これは古典的完全数

表 重完全数

素因数分解

は古典的完全数の２倍

新規参入組は次の通り



表 半完全数

素因数分解

これらは古典的完全数の半分の場合

古典的完全数の がその半分の となって現れている

新規参入組



の場合

表 完全数

素因数分解

フェルマ素数がでてきた

表 半完全数

素因数分解



重完全数 の方程式は

表 重完全数

素因数分解

万以下のとき重完全数の解が無数にでてきた

しかも 素数と解



がきれいに分類されている このままの形で証明することは困難だが条件付で証

明は可能



の解について

はすべて解

のとき 一方

よって は解

一般に 素数 のとき を満たすとする

一方

ゆえに

変形して

で素数とすると矛盾 よって

は解とする

によって フェルマ素数

は偶数とする 奇数 とおく

に注意

を用いて

が素数なら により

なので これはフェルマ 素数

ここで を仮定する このとき を示す

とおけば

望ましくない仮定



計算して

により

これより ゆえに これはフェルマ 素数

素数 は解とする

を用いて

を使うと

を用いると

とおくとき

により とおけば

とすると は偶数

は奇数

よって が

えられた

これからパソコン計算でいくつかの解が出る



しかしながら を満たす必要があり

のみが解として残る


