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目的

この研究では、第 種スターリング数の法 についての周期性を調べる。

用語

個の要素からなる集合を、どれも空集合ではない 個の部分集合に分割する方法の総数のこと

を第 種スターリング数 と呼ぶ。漸化式は、 のとき、

と表せる。ただし、 とする。

証明

異なる 個の集合を 個の互いに素な空でない部分集合に分割するときに、 個を 番目

までと最後の 番目だけの つに分けて考える。すると、最後の 番目が単独で入る場合と

そうでない場合に場合分けができる。

最後の 番目が単独で入る場合

番目までは 個の部分集合に空でないように入っているので、入れ方は

通りである。

最後の 番目が単独で入らない場合

番目までだけで 個の部分集合に空でないように入っているはず。このような場合は

通りあるが、最後の 番目をどこに入れるかが 通りに選べるので、これらの積

が入れ方の数になる。

これらの つの場合の数の和 が、異なる 個の集合を 個の互

いに素な空でない部分集合に分割する方法の個数 に等しくなる。

とするとき、 冊の異なる本を、 個の全く同じ本棚に空の本棚がないように入れる方法と

考えるとわかりやすいと思う。

【例】 を求めてみる。 冊の本を 個の全く同じ本棚に入れる方法を考えれば良いから、

① 、 、

② 、 、

③ 、 、

④ 、 、

⑤ 、 、

⑥ 、 、

の 通りに分けることができる。よって、 となる。

方針

漸化式に従い具体的値を表に示した。 が大きくなると値が大きくなるので、 、 をし

た値を再び表にし、規則性を調べる。また、 の が素数のときの規則性についても調べる。



方法

第 種スターリング数を求めるプログラム

自然数 に対してリスト … を作る

リスト同士の掛け算

第 種スターリング数

を求めるプログラム

ただし、このプログラミングだと逆に表示されてしまうので、質問するときは例えば、

と質問すること。
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考察

においての予想

を固定して、 を数列として考える。ただし、 なので、

初項は、

第 項は、

第 項は、

こうしてできた数列を、 と書くことにする。これまでの結果によって次のことが予想

できる。

と は定数列 で周期 。

と は定数列 となり が繰り返され周期 。

と は定数列 となり が繰り返され周期 。
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と は定数列

となり が繰り返され周期 。

と は定数列

となり が繰り返され周期 。

次に、周期が の時まで確かめる。



においての予想 証明

手計算をして予想が正しいか確かめる。

まず、基準になる行に１から順に数字をふっていく。例えば、 に注目してみると、上の行の と

基準になる行の を掛け合わせて、前の行の左の を足し合わせることで表せる すなわち、漸化

式 に従って求めていることがわかる 。この計算を上から

順にしていくと、先程求めた の表の結果と合致する。 表

表

…

基準になる行を して、上と同様に計算すると、

表

…

以下、確かめる。



注 ：周期性を確かめることが目的なので、空欄の所は を補って考える。

周期が の時は省略する。

表 周期が の時

列目、 列目において周期が で繰り返されるので、予想は正しい。

表 周期が の時

列目から 列目において周期が で繰り返されるので、予想は正しい。
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列目から 列目において周期が で繰り返されるので、予想は正しい。
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表 周期が の時 その

列目から 列目において周期が で繰り返されるので、予想は正しい。



においての予想

を固定して、 を数列として考える。 と同様に考えると、これ

までの結果から次のことが予想できる。

は定数列 で周期 。

と は定数列 となり が繰り返され周期 。

は定数列 となり が繰り返され周期 。
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は定数列 となり

が繰り返され周期 。

と は定数列 となり

が繰り返され周期 。

は定数列 となり

が繰り返され周期 。

と は定数列 となり

が繰り返され周期 。

次に、周期が の時まで確かめる。



においての予想 証明

と同様に確かめる。ただし、周期が の時は省略する。

表 周期が の時

行目、 行目において周期が で繰り返されるので、予想は正しい。

表 周期が の時

行目から 行目において周期が で繰り返されるので、予想は正しい。



表 周期が の時 その



表 周期が の時 その

行目から 行目において周期が で繰り返されるので、予想は正しい。



周期のつくる数列

、 で求めた周期をもとに、周期のつくる数列に注目してみる。

表 の周期のつくる数列 その

周期 パターン



表 の周期のつくる数列 その

周期 パターン



表 の周期のつくる数列

周期 パターン

推測として、

の周期だけを見てみると、

初項が 、公比が の等比数列 で周期が続いていくと予想できる。

また、 の周期だけを見てみると、

初項が 、公比が の等比数列 で周期が続いていくと予想できる。

ただし、はじめの は除く



の が素数のときの予想

表 から表 に注目してみる。 素数 とすると、 は のとき の倍数である

と予想できる。

の が素数のときの予想 証明

のとき、

の証明をする。

証明する際に、以下の小定理を利用する。

フェルマーの小定理

が素数、 が で割れないなら、

と書ける。

また、第 種スターリング数の基本的公式も利用する。



の時の証明

表

＼ｒ 列目

行目

行目

行目

行目

行目

行目

行目

行目

行目

行目

行目

行目

行目

フェルマーの小定理を利用して、 と変形できる

の倍数

証明終
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課題

一つ一つ手計算で確かめたので、 は周期が の時まで、 は

周期が の時まで、また の が素数のときの規則性も までしか示せなかった。

が無限に大きくなると成立するかどうかは未解決。

周期のつくる数列のパターンが時間が足りなく、詳しく考察することができなかった。

感想

前期はプログラミングをよく理解していなかったので、毎回来るのが憂鬱でしたが 笑 、後期は

飯高先生から課題が与えられて、自分でプログラミングを作らないといけない状態になり必死に頑

張りました。あれも違う、これも違うと色々考えた結果、プログラムが正常に動いた時はすごく嬉

しかったです。

卒業研究の途中でわからない所が多すぎて飯高先生に質問ばかりしてしまいましたが、嫌な顔せ

ずに教えてくれて、また証明する際に回り道した時も一緒に真剣に考えてくれて、とても感謝して

います。ありがとうございました。

年間、長いようで意外とあっという間でした。卒業研究を飯高ゼミで出来て良かったです。本

当にお世話になりました。


