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連分数とは

例えば 次のような形である

これを簡単に と書くことにする

また 上のように分子がすべて であるものを特に正則連分
数という



正則連分数展開の方法

いま ある実数 が与えられたとする を超えない最大の

整数を とし となるよう を定める が整

数でないならば を超えない最大の整数を とし

となるよう を定める

以下 この作業を繰り返すことにより 段までの連分数

を求めることができる



もし が有理数なら この作業は有限回で終了するが 無理
数なら無限回この作業が続く 無限回続いた場合 途中から循
環することがあれば 循環部に上線を用いて
と書く
この時 初項から循環する場合 即ち となる

場合 これを純循環すると呼ぶ

今回はある数 を 次無理数に限定し 更に正則連分数でな
い場合 即ち分子がすべて である場合とすべて である場合
に焦点を合わせ 分子が である場合とどう違いが現れるかを
考察した

分子がすべて である連分数展開を 同様に分
子がすべて である場合は と書くことにする



定義 次無理数

の部分集合 を次のように定義する

ここで は の 上の最小多項式であり の数を 次の
無理数と呼ぶ

また の共役を と書く

更に が

を満足するとき は簡約されている といい
のうち 簡約されているもの全体の部分集合を で表す



例えば 次無理数として を取り上げると

となるので これは

と書ける



定理 オイラー・ラグランジュ

に対して、

の連分数展開が循環である
の連分数展開は純循環である



の性質
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ここで 分子 の表より循環部が 項目から始まるものが現
れた

分子 連分数

展開

これは が簡約された 次無理数にならないためである

は連分数展開時の分子



正則の時より 分子 や の方が循環部を短く抑えられる場
合が多々あった

実際

循環部の長さ

分子 分子 分子

などがあった



分子 のものの中から 循環部の長さが であるものに着目
した

分子 長さ

展開



これより 分子 長さ のときの は 平方数 であると
予想でき 次の定理が得られた

定理

分子がすべて である 次無理数の連分数展開において 循
環部の長さが であるものは から得られる



証明

任意の数 があり を分子がすべて で連分数展開
したときの循環部の長さを とすると

となる ここで



とおくと となり これを解くと

となる
これを に代入すると



両辺を 乗すると

ここで が平方数にならないことを示す

とおくと

よって の時のみ は平方数になる
しかし に を代入すると



より 上式は成立たない
以上より であり は平方数にはならない

よって次の式が得られ

を に代入すると

となる

これで十分条件が示された



次に 必要条件を示す

を分子 で連分数展開すると

が 度出てきたので 以降 がずっと続く よって

と書ける 以上より分子が 循環部の長さが のときの は 平方数
となることが証明された



次に 循環部の長さが のものを集めてみた

分子 長さ

展開



この表からは の形が予想できなかったので 上の証明と
同じ論法で の形を求めてみた

長さ と同じ方法で を求めると



更に より は の約数

より

以上より 次の定理が得られた



定理

分子が である 次無理数の連分数展開において 循環部の

長さが であるものは から得られる

但し は の約数 かつ



分子 でも同様に考えると

分子 長さ

展開



分子 長さ でも同様のことが言えた

更に より は の約数

より



まったく同じ論法から得られた定理をまとめる
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で表示できないものについて

例えば について分子 で連分数展開をすると

ここで は

より は簡約されている 次無理数で 純循環することがわか
る

ところが で連分数展開をすると
となり 循環部が表示されない



そこで を超えない最大の整数は本当は だが そ

れをわざと とし それでも駄目なら とし
と つずつ減らして連分数展開を試してみる
今回は整数部を としても循環部が表示されなかったので

整数部を として連分数展開してみると

となった



を分子 で連分数展開すると

と をそのまま展開したときと同じ数列が表れる

以降 同じことの繰り返しにより と書くこ
とができた



このパターンを☆とすると

と書ける

同様に☆☆は

と書けることがわかった



途中でこれは赤とします
これは緑
これはカーネーション
これは
これは
これは
これは
枠緑 背景は青色
枠赤 背景黄色
字の背景に色をつけましょう
これは黄色
これは赤



平面代数曲線は古くから研究されてきた
ここに１０行位書く




