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目的

連分数とは

この研究では 連分数を扱う 連分数（ とは 分母にさらに分数が含まれてい

るような分数のことを指す 分子が全て１である場合 正則連分数ということがある 単に連分数

といった場合 正則連分数を指す場合が多い 具体的には次のような形である

＝ ＋

＋

＋

（ ）

第２種連分数展開について

実数 の整数部分表すのにガウス記号と呼ばれる記号『 』を用いることがある 正確には 整

数 は次の不等式を満たすものである

その一方 今回の研究を行う際に 実数 以下の整数の中で最大のものを表す と 実数 以上

の整数の中で最小のものを表す を用いる

すなわち

また を用いた連分数展開を第１種連分数展開 を用いた連分数展開を第２種連分数展開

とよぶことにする



連分数展開の方法

無理数 の第二種連分数展開を説明する

無理数 に対し とおく

すると

＝

のように無限に続く分数でかける

これを の第二種連分数展開という

が二次無理数のとき数列 は必ずあるところから 繰り返しがおきることが知

られている 繰り返す部分を循環節といい その長さを周期という 繰り返しにいくまでのところ

をひげという

この研究では を中心に の形を用いて第２種連分数展

開を行った

そして そのときの周期や循環節 について調べた



方法

プログラム

切り上げ部分を作るプログラム

つ最大公約数を求めるプログラム

連分数展開を繰り返すプログラム





結果

のプログラムより と の第二種連分数展開の結果を表にまとめた

また と の結果も参考にするためにまとめる

表の見方

表 例

ひげ

周期

まず表の見方を説明する

で述べたように 今回 の形を用いて連分数展開を行っている ここでは

としたときの表の見方を説明する

とすると

となる

つまり表１の 行目の は このときの を示す

以下 第２種連分数展開の定義に従って

となるので

表１の 行目の はこのときの を示す

となるので

表１の 行目の はこのときの を示す



となるので

表１の 行目の はこのときの を示す

となるので

表１の 行目の はこのときの を示す

となるので

表１の 行目の はこのときの を示す

となるので

表１の 行目の はこのときの を示す

となる

したがって となり 以下 が循環する

としたときの 第二種連分数展開は となって ひげの長さ

は 周期は６となる



の場合

表 の連分数展開（ ）

ひげ

周期

表 の連分数展開（ ）

ひげ

周期





の場合

表 の連分数展開（ ）

ひげ

周期



表 の連分数展開（ ）

ひげ

周期





参考結果

の場合

表 の連分数展開（ ）

ひげ

周期
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ひげ
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表 の連分数展開（

ひげ
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の場合

表 の連分数展開（

ひげ

周期



表 の連分数展開（ ）

ひげ

周期



表 の連分数展開（ ）

ひげ

周期



表 の連分数展開（ ）

ひげ

周期



表 の連分数展開（ ）

ひげ

周期



考察

表よりわかったこと

と の第２種連分数展開では 違う形になる

や は が大きくなるにつれて周期は増減するが の場合 前の周期の２倍少

し増えている

循環節の最終項は の２倍になっている

循環節は最終項を除くと点対称になっている

としたときの の列と の列は点対称になっている

は の約数になっている

周期が奇数のときのみ の値が連続するところがある



表より得られた命題

より 循環節は最終項を除くと点対称になっていることの証明を考えた

循環節の最終項は の２倍になっていることは 平成 年度卒業の佐藤 亮介さんが証明をし

ているので使うことにする

命題

の第二種連分数展開における循環節において 循環部の最終項を除いた部分は 回文構造を

有する すなわち

ただし とする

＜証明＞

とする

とおくと

であるから

は次の に関する２次方程式を満たす

＝

このとき

とおく

ここで 任意の整数 に対して

となる をとり と定める

すべての整数 に対して

とおく

このとき である



だから

特に

となり は と同じ２次方程式を満たす

なので は の有理共役 に等しい

これを に代入すると

よって

これより

がわかる



次に としたときの は の約数になっていることについて考えた

条件を１つ加えることで 証明をした

命題

数列 を

で定める

このとき 次の条件を満たしている整数 が存在することを示す

は で割り切れる

＜証明＞

に関する数学的帰納法で証明する ただし とする

のとき とすると 正しいとわかる

ここで

とおくと

また

すると

かつ は で割り切れる



命題 の加えた条件 は で割り切れる について の結果から確かめてみた

の を例にとって 考える

このとき は である

これを 条件 を満たすように換算すると となる

これより のときの は となり で割り切れる

他の場合も同様に考えると 条件 がいえた

命題 は澤野氏のアドバイスを受けました

今後の課題

今回の研究では ひげや循環節だけでなく としたときの につい

ても調べた 結果からも多くのことがわかった

しかし 完全な証明までたどりつかなかった

今後は についても さらに研究を進め 是非 でわかったことや命題 の条件 に

ついても証明してもらいたい



感想

でプログラミングを学び を用いて論文を書き 初めてのことだらけの飯高ゼミでし

た

なかなか思い通りにいかないときも先生は親切に教えてくれ いつも最後の実行ボタンを僕に押さ

せてくれました

そして エラーが出ずに出来たときは いつも一緒に喜んでくれ 僕もうれしく 達成感を感じるこ

とができた

あと少しで 僕の学生生活も終わります 来年度からは 教員になります

僕も飯高先生のように 分からないことが分かる喜び できないことができたときの達成感 そして

数学の楽しさ少しでも子供たちに伝えられる教師になれるようにがんばります

また 飯高ゼミのみんなや院生の森山さん 田中さんに助けられ無事に論文を完成することが出

来ました

本当にありがとうございました

最後になりますが 毎日のお菓子にはじまり ピザ インド料理などなど本当にごちそうさまでし

た

学生時代の最後に 飯高ゼミで充実した時間を過ごすことができました

飯高先生 一年間大変お世話になりました

いつまでもお元気でいて下さい
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