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                          4月 10日 土屋知人 

 『方程式σ2(a)＝2･a＋1の解について』  

                      

方程式：σ2(a)＝2･a＋1 を、連立方程式：A＝σ(a)、σ(A)＝2･a＋1 と拡張して、 

考察することが有効であることが以下の議論で分かりました。 

         

方程式： 

 σ2(a)＝2･a＋1           

は 

、            a＝q   ：素数 

となる解 aをもつ。これを以下示す。 

ここで、解 aを     

a＝2e･p 、e>＝0 、p<>1：奇数 

とする。すると、                 

             σ(a)＝(2e＋1－1)･σ(p) 

となる。 

ここで          q＝2e＋1－1 とおく。 

① e>0、gcd(q、σ(p))＝1 

            σ(a)＝q･σ(p) 

  は、        σ2(a)＝σ(q)･σ2(p)＝2e＋1･σ2(p) 

  で、方程式(1)より、 

            2･2e･p＋1＝2e＋1･σ2(p) 

  で、        2e＋1･(σ2(p)－p)＝1 

  となる。これは、 

            σ2(p)－p＝1／2e＋1 <1 

  となり、左辺は整数であるから、矛盾である。 

② e>0、gcd(q、σ(p))<>1 

            σ(a)＝q･σ(p)  

  は、gcd(q、σ(p))<>1 より 

            σ(a)＝q･σ(p)＝2f･g、gは奇数 

  となる。  

③ e＝0 

           a＝p、 (p：素数) 

  は、 

            σ(a)＝p－1＝2f･g、gは奇数  

  となる。      
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そこで、上の②と③の場合を合わせて、 

    連立方程式 

           A＝σ(a)                    (1) 

         σ(A)＝2a＋1                    (2) 

  の解 aについて考える。 

   あらためて、A＝2e･L （L<>1；奇数）とおくと、   

       σ(A)＝(2e＋1－1)･σ(L) となるから、 

   式(2)より、 

        a＝{(2e＋1－1)･σ(L)－1}／2＝2e･σ(L)－(σ(L)＋1)／2   (3)   

  式(3)の右辺が整数になるためには、σ(L)＋1 は 2の倍数でなければならない。 

   そこで、 

        2･m＝σ(L)＋1  ただし、m＞＝1は整数 

  とおく。これより 

④ m＝1なら、σ(L)＝1 となるから、L＝1 および A＝2e となる。 

   従って、a＝2e－1 で、(1)式から 

       σ(a)＝σ(2e－1)＝2e＝a＋1 

  となるので、a はメルセンヌ素数である。 

⑤ m>1 なら、σ(L)＝2･m－1 となるから、式(3)は 

         a＝2e･(2･m－1)－2･m／2＝2e･(2･m－1)－m 

  となる。 

   ここで、もし aが素数なら、式(1)より 

         A＝σ(a)＝a＋1＝2e･(2･m－1)－m＋1＝m･{2e＋1－1}－2e＋1 

  となる。 

   また、(2)より、 

       σ(A)＝2･a＋1＝2･{m･(2e＋1－1）}－{2e＋1－1} 

＝2･m･(2e＋1－1)－(2e＋1－1)                               

  となる。従って               

       σ(A)－A＝2･m･(2e＋1－1)－(2e＋1－1)－m･{2e＋1－1}＋2e＋1  

           ＝m･(2e＋1－1)－2e＋1＋2e＝m･(2e＋1－1)－2e 

           ＝A－1 

  であるから、  

σ(A)＝2･A－1 

  となる。ここから、Aは 

         A＝2e、L＝1              

  となる。これは、L<>1；奇数と仮定したことに矛盾する。 

                    


