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        『方程式 σ2(a)＝k･a＋mのパラメータ k と d について』  

3 月 28日   土屋知人 

 

     

  一般に、整数 a＞0に対して、σ2(a)＝σ(σ(a))＝σ(∑qq|a q) は 

                                       σ2(a)＝k･a＋d 

      と書ける。そこで、aと d、kの関係について 2～3の場合を調べた結果を以下に記す。 

しかし、今回の解析の方法では、「σ(a)が素数になる場合」（注）を上手く扱うことができなかった。 

(注) 飯高茂先生の発見された連立方程式にして取り扱う方法がある。          

                                    

 １．方程式   σ2(a)＝k･a＋d を満たす解 a＝pe とパラメータ kと dの関係を調べる。     

① (pe＋1－1)／(p－1)が素数のとき 

σ2(a)＝(pe＋1－1)／(p－1)＋1 であるから、σ2(a)＝k･a＋m＝k･pe＋dは、 

        k･pe＋d＝(pe＋1－1)／(p－1)＋1 

となるから、p について整理すると、 

   (k－1)･pe＋1－k･pe＋(d－1)･p－d＋2＝0     (1) 

を得る。これより、 

イ．  k＝1なら、pe－(d－1)･p＋d－2＝0 となり、 

   各 eに対して、dと pの関係式 

        d＝(pe＋p－2)／(p－1)       (2) 

を得る。 

ロ．  k＜＞1 なら、pe＋1の係数に注意して、因子分解できるとすると 

(pe－1)･((k－1)･p－(2－d))＝0    (3) 

         となるので、これを展開して、(1)式の係数と比較して、 

                  k＝2－d 

         となり、p＝(2－d)／(k－1)＝(2－d)／(1－d)より、 

p＝2、 d＝0、  k＝2 

         を得る。p＝2の場合は d＝0、k＝2と、イ.の d＝pe、k＝1 とは同じ結果を示す。 

 

                     素数(pe＋1－1)／(p－1)の値 
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● (pe＋1－1)／(p－1)が素数のときの dの値（p＝2、3、5、7、13 の場合） 

σ2(a)＝a＋d 、  a＝pe 

             

② (pe＋1－1)／(p－1)が素数でないとき 

(pe＋1－1)／(p－1)をｐの多項式として因数分解し、その単項式の値を見ると、必ずしも素数になるとは限らない。 

例として、p＝2、3、5、7、13 の場合を下記に示す。 

   

 

各 pに対する(pe＋1－1)／(p－1)の各因子 r1、r2、、r3、r4、r5の値 
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● a＝peで、d に(2)が成り立つとき、         

σ2(a)＝k･a＋d＝pe･p／(p－1)＋(p－2)／(p－1)  (4)    

          となる。 

p＝2なら、σ2(a)＝2･a     (e＝1,2,4,6,12,16,18・・)        

p＝3なら、σ2(a)＝a･3／2＋1／2  p＝5 なら、σ2(a)＝a･5／4＋3／4   

p＝7なら、σ2(a)＝a･7／6＋5／6 

● a=peで、d に(2)が成り立たないとき 

                 ｐ＝2 なら、  σ2(a)＝3･a   （e＝3、e＝9） 

                           pe－p＋1  の値  
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２． 方程式    σ2(a)＝k･a－1      の解 a＝pe･qf （p、qが素数）  を考察する。 

    

● σ(p)＝(pe＋1－1)／(p－1)が素数 

(1)【σ(pe)、σ(qf) が互いに素】なら σ2(a)＝σ2(pe)･σ2(qf) となる。 

 方程式は 

  (k･qf－σ2(qf))･pe＋1－k･qf･pe－(1＋σ2(qf))･p＋(1＋2･σ2(qf))＝0 

となる。 

(A)   (k･qf－σ2(qf))＝0なら、 

k･qf･pe＋(1＋σ2(qf))･p－(1＋2･σ2(qf))＝0 

      となる。これを満たすのは、q＝2 で、 

①  k＝2  σ2(2f)＝2･2f  、ただし f＝1,2,4,6,12,16,18 

②  k＝3  σ2(2f)＝3･2f  、ただし f＝3,9 

      である。下表は 

L＝k･qf･pe＋(1＋σ2(qf))･p－(1＋2･σ2(qf)) 

      と置き、計算した結果である。 

           L＝0にはならないので、この範囲では、方程式を満たす a はない。 

 

(B)   (k･qf－σ2(qf))＜＞0なら、 

 (k･qf－σ2(qf))･pe＋1－k･qf･pe－(1＋σ2(qf))･p＋(1＋2･σ2(qf))＝0 

       ここで、 

仮定：σ(p)＝(pe＋1－1)／(p－1)が素数 

より、 

       k＝[(pe＋1＋p－2)･σ2(qf)＋p－1]／[(p－1)･pe･qf] 

となる。 

       これより、kを求めると、q＝2、f＝1、k＝3、p＝5、e＝2のとき、 

               ａ＝3･52  、 σ2(a)＝3･a－1    

      を得る。 

 

           表   L＝k･qf･pe＋(1＋σ2(qf))･p－(1＋2･σ2(qf)) 
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●【σ(pe)、σ(qf) が互いに素】でないとき 

① σ(qf)＝r･σ(pe)の場合   

    方程式    σ2(a)＝k･a－1 に a＝k･pe･qf を代入して、 

k･pe･qf－1＝σ(σ(pe)･σ(qf))＝σ(r･(σ(pe))2)＝σ(r)･[σ(pe))3－１]／[σ(pe)－１] 

より、   k＝[σ(r)･(σ(pe)3－1)＋σ(pe)－1]／[(σ(p)－1)･pe･qf] 

なり、特に、  a＝2･5 なら、σ2(a)＝4･a－1   を得る。 

 

  ●ｐがフェルマ素数のとき 

           特に a＝23･257 なら σ2(a)＝3･a－1 
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●pe･qf  (p、q：素数) 

               特に、a＝52･3  なら、 σ2(a)＝3･a 
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３． 方程式   σ2(a)＝k･a＋d   の解 a＝pe･g （p、gが素数）  とする。  

a＝pe･g の場合 

●e＞0、素数 pに対して、σ(pe)が素数でないとき 

              a＝pe･g 、 σ(a)＝σ(pe)・σ(g)    p＞＝2 

             σ(pe)＝(pe＋1－1)／(p－1)＝r1･r2･･･rn    r1、r2、････、rnは素数 

          と、σ(g)が互いに素の時に 

                 σ2(a)＝k･a＋d 

    となるパラメータ k、dの関係を求める。e＞0に対して、σ(pe)＝(pe＋1－1)／(p－1)は、 

           e＝3   σ(pe)＝(p＋1)･(p2＋1) 

           e＝5   σ(pe)＝(p＋1)･(p2－p＋1)･(p2＋p＋1) 

           e＝7   σ(pe)＝(p＋1)･(p2＋1)･(p4＋1) 

           e＝8   σ(pe)＝(p2＋p＋1)･(p6＋p3＋1) 

           e＝9   σ(pe)＝(p＋1)･(p4＋p3＋p2＋p＋1)･(p4－p3＋p2－p＋1) 

    である。 

    【e＝3 の場合】 

      (1)σ(pe)とσ(g)が互いに素のとき、 

σ2(a)＝σ2(pe)･σ2(g)＝(p3＋2･p2＋2･p＋4)･σ(g) 

       より、σ2(a)＝k･a＋dは                          

 (k･g－σ2(g))･p3－2･σ2(g)･p2－2･σ2(g)･p＋(d－4･σ2(g))＝0     (1) 

     となる。       

① k･g－σ2(g)＝0 

       2･σ2(g)･p2＋2･σ2(g)･p－(d－4･σ2(g))＝0 

より、 

              d＝(4＋2･(p－1)･p)･k･g 

を得る。 

σ2(a)＝k･a＋(4＋2･(p－1)･p)･k･g 

                     

k･g－σ2(g)＜＞0 

   p＝fのとき： 

             (p－f)･{(kg－σ2(g))･p2＋[2･σ2(g)－(d－4･σ2(g))／f)]･p／f－(d－4･σ2(g))／f} 

          と因数分解できるとし、展開すると、 

          (k･g－σ2(g))･p3－{f･(k･g－σ2(g))－[2･σ2(g)－(d－4･σ2(g))／f)]／f}･p2－2･σ2(g)･p＋(d－4･σ2(g)) 

          となり、式(1)と等しいはずであるから、係数をくらべて、               

                f･(k･g－σ2(g))－[2･σ2(g)－(d－4･σ2(g))／f)]／f＝2･σ2(g) 

          である。よって、 

              p＝f       d＝(f3＋2f2＋2fp＋4)･σ2(g)－f3･k･g 

              p＝2       d＝24･σ2(g)－8･k･g 

          を得る。 

                       例として、ａ＝23･7なら、g＝7として、σ2(g)＝15 で、σ2(a)＝6･a＋24 

                 d＝24＝24･σ2(7)－8･k･g＝24･σ2(7)－8･6･7＝24･(σ2(7)－2･7)＝24 
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(2)σ(pe)とσ(g)が互いに素でないとき       

【e＝3の場合】                    

①  a＝2e･g 、  

σ(a)＝σ(2e)･σ(g) 、σ(2e)＝(2e＋1－1)／(p－1)＝r1･r2･･･rn  、r1、r2、････、rnは素数 

       と、σ(g)が互いに素でない時にσ2(a)＝k･a＋d となるパラメータ k、dの関係を求める。 

                  素数：3･2e－1 及び 5･2f－1 の例 

      

 

イ． a＝23･(3･2e－1)  σ(a)＝σ(23)･σ(3･2e－1)＝2e･32･5、 σ2(a)＝6･a＋6･(2e＋1－5) 

ロ． a＝23･(5･2e－1)  σ(a)＝σ(23)･σ(5･2e－1)＝2e･3･52 、σ2(a)＝5･a＋12･(2e＋2－7) 

 

② a＝2e･q･r 

a＝23･(3･2e－1)･(5･2f－1) 

           σ(a)＝32･52･2h 、 σ2(a)＝k･a＋d となる k 値は、6～8 の範囲にある。 

 

                  表 a＝23･(3･2e－1)･(5･2f－1)、σ2(a)＝k･a＋d  例 
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参考  方程式          σ2(a)＝k･a＋mの解 

 

１．a＝pe   

               σ2(a)＝a＋(pe＋p－2)／(p－1)    ただし、 (pe＋1－1)／(p－1)：素数    

2. a＝2e･(2･3k－1－1)、 2･3k－1－1：素数 (k＝2、3、4、8、9、13、20、23・・・) 

    イ. σ(a)＝rk･p  r＝3、p＝2  

       ①  a＝2･(2･3k－1－1)   σ(a)＝3f･2      r＝3、p＝2     σ2(a)＝3･a＋(3k＋9)／2  

             特に、k＝2なら a＝2･5、σ2(a)＝3･a＋32＝4･a－1 

ロ. σ(a)＝rf･p･q         

①   a＝22･(2･3k－1－1)  σ(a)＝3f･2･7    r＝3、p＝2、q＝7    σ2(a)＝4･a＋22･(3k－1＋1) 

②  a＝23･(2･3k－1－1)  σ(a)＝3f･2･5    r＝3、p＝2、q＝5   σ2(a)＝5･a＋3k－1＋31     

③   a＝24･(2･3k－1－1)  σ(a)＝3f･2･31   r＝3、p＝2、q＝31    σ2(a)＝4･a＋24･(3k－1＋1)                    

④  a＝25･(2･3k－1－1)  σ(a)＝3f･2･7    r＝3、p＝2、q＝7     σ2(a)＝5･a＋22･(3k－1＋37) 

             特に、k＝2なら a＝25･5、σ2(a)＝6･a 

⑤  a＝26･(2･3k－1－1)  σ(a)＝3f･2･127   r＝3、p＝2、q＝127     σ2(a)＝4･a＋26･(3k－1＋5)  

3． a＝(2f－1)･5e、 2f－1はメルセンヌ素数、 (5e+1－1)／4：素数（e＝2、6、10、12） 

      イ. σ(a)＝rf･p のとき  

a＝(2f－1)･5e、 σ(a)＝2f－2･(5e＋1－1)、σ2(a)＝2･a＋(5e＋3)･2f＋1＋3･(5e－1)／4             

特に、e＝2、f＝2なら、a＝3･52、σ(a)＝53－1、σ2(a)＝25･7＝3a－1  

  4． a＝2e･3f、2e+1－1：メルセンヌ素数、(3f＋1－1)／2：素数（f＝2、6、11） 

     イ. σ(a)＝p･q のとき 

a＝2e･3f σ(a)＝(2e+1－1)･(3f+1－1)／2、 σ2(a)＝3･a＋2e                                      

    5． a＝2e･(2k－1)、2e＋1－1：メルセンヌ素数、2k－1：メルセンヌ素数 

      イ. σ(a)＝rk･q のとき 

                 a＝2e･(2k－1)  σ(a)＝2k･(2e＋1－1)、  σ2(α)＝4･a＋2e＋1 

6.  a＝2e･(2f－1)･(2g－1)、 g＞f、  2e＋1－1、2f－1、2g－1；メルセンヌ素数 

       σ(a)＝2f＋g･(2e＋1－1) のとき  σ2(a)＝(2f＋g＋1－1)･2e＋1 で、 σ2(a)＝k･a＋d    k＝4､5､6 

σ2(a)／a＝(2f＋g＋1－1)･2e＋1／[2e･(2f－1)･(2g－1)]＝2･(2f＋g＋1－1)／[(2f－1)･(2g－1)] 

特に、f＝2、g＝3のとき  σ2(a)＝6･a 

         a＝2･3･7、22･3･7、23･3･7、･････････ 

7. a＝2e･(2f－1)･(2･3k－1－1)、2e＋1－1、2f－1：メルセンヌ素数、 

2･3k－1－1：素数 (k＝2、3、4、8、9、13、20、23・・・)、 

ただし、e＞1でなければならない。（e＝1 だと、2e＋1－1＝3 となるので、除外する。） 

σ(a)＝(2e＋1－1)･2f＋1･3k－1、σ2(a)＝2e･(2f＋2－1)･(3k－1)、 

σ2(a)／a＝(2f＋2－1)･(3k－1)／[(2f－1)･(2･3k－1－1)] 

 特に、f＝2、k＝2、a＝4･3･5＝60、σ(a)＝5･4･6＝23･3･5 σ2(a)＝4･15･8＝480＝8a 

 

                                                  終わり 

 


