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目的

基本対称式とは、次の で表される対称式。

ニュートン多項式とは 乗のべき和 を基本対称式で表した式のことをいい、以下

と表す。

ここで、 は によって決まる定数である。

ニュートン多項式の基本対称式での表示式を求め、項の係数の法則性を調べる。

方針

いきなり の表示式を求めるのは難しいので、以下の順を追って調べていく。

の表示式を調べる。

の表示式を調べる。

の場合の結果を基に、一般の場合の の表示式を予想し調べる。



準備

の表示式を調べるにあたって、式を分かりやすくするためにニュートン多項式と基

本対称式変数を次の様に置く。

ただし、 を表す と を表す は異なる式である。

まず、 の漸化式を求めたい。

は で以下の様に表される。

は の時、次の式を満たすとする。

その時、 は次の様に表せる。

よって、 でも式 が成り立つ。

式 は の時も成り立っているので、数学的帰納法より で の漸化式である。



は で以下の様に表される。

は の時、次の式を満たすとする。

その時、 は次の様に表せる。

よって、 でも式 が成り立つ。

式 は の時も成り立っているので、数学的帰納法より で の漸化式である。

これらの漸化式を利用して、 より の表示式を調べる。



のプログラムと出力結果

以下のプログラムを利用する。

文の設定

の表示式を求めるプログラム



の表示式を求めるプログラム





と の表示式を比べるプログラム



表 の における基本対称式での表示式



の表示式

係数 を求めたい。

の漸化式 より、 ならば次の式が成り立つ。

ただし、 は次の式である。

偶数

奇数

よって、 ならば は次の漸化式を持つ。

次の初期値は明らか。

漸化式と初期値から、 が求まる。

まず、 について考える。

定義より、 は次の初期値と漸化式を持つ。

の時、漸化式から次の式が導ける。



より、 がわかる。

よって、 は次の式を満たす。

次に、 を考える。

と同様にして、次の初期値と漸化式を持つ。

より がわかり、次の式が成り立つ。

ここで、 に対して次の式を仮定する。

の時、仮定は正しい。

で仮定が成り立つとすると、以下の計算から でも成り立つ。

数学的帰納法により仮定は正しい。

これにより、 は次の式を満たす。



ここからは に着目して調査する。

の値は表 に様になる。

まず、 を以下の つの要素に分解する。

表 の値を分解した状態で表すと表 、 の値は表 になる。

（表 は ページ参照）

の値は自身の定義から 次の格子路の最短経路の数に等しいので、次の式で表される。

又、 は次の様に の式で表せる。

これにより、 は ならば次の式より成り立つ。



であるならば、 に を代入する次の様になる。

よって、 ならば は次の式で求められる。

これで係数 を求める式がわかった。

よって、 の基本対称式での表示式は次の様になる。



の表示式

係数 を求めたい。

の漸化式 より、 ならば次の式が成り立つ。

はそれぞれ次の式で表される。

さらに、次の初期値は明らか。

よって、 は次の漸化式を持つ。



今度は、 を に置き換える。

は漸化式より次の式で表される。

は明らかなので、 が成り立つ。

よって、 は次の漸化式で表せる。

も漸化式から次の様に表せる。

はそれぞれ ならば次の様に表せる。

より、 となる。

そして、 は次の様に表せる。

より、 となる。

又、 も同様にして が示せる。



ここで、 を予想する。

の時、成り立つと仮定する。

より が成り立つ。

数学的帰納法により は正しい。

よって、 は次の漸化式を持つ。

今度は、 を予想する。

で成り立つと仮定する。

と同様に、帰納法より を経由して予想が正しいことを示せる。

これにより、 は次の漸化式を持つ。

ここからは、 について考える。

まず、 を次の つの要素に分解する。



さらに、 を次の 要素に分解する。

の値は、自身の定義から 次の格子路の最短経路の数に等しい。

よって、 は次の式より求まる。

は次の の式で表せる。



したがって、 は次の式より求まる。

各式を縮めると次の様になる。

次の式 を置く。

は以下の条件を満たす。

したがって、 の場合を除いて が成り立つ。

これで係数 を求める式がわかった。



よって、 の基本対称式での表示式は次の様になる。



一般の の表示式

より、一般の は以下の漸化式と表示式を持つと予想する。

まず、関数 を次の様に置く。

基本対称式の定義から は次の基本対称式の式で表せる。

の時、 は明らかなので は次の式で表せる。

よって、次の等式が で成り立つ。

この式から の における漸化式が示される。

今度は、次の関数 を置く。



で は次の式を満たす。

基本対称式とニュートン多項式の定義から、 で は次の様に表せる。

よって、 は における の漸化式。

ここで を次の様に置く。

であり、数学的帰納法より が成り立つ。

これにより、 の における漸化式が示された。

これにより漸化式の予想が正しいことがわかった。

の極限を次の様に取る。



漸化式がわかっているので、 が次の表示式を持つことが数学的帰納法より示せる。

に条件 を与えると、 となる。

これにより、 の表示式が示せる。



項の係数の性質

は の時、次の表示式で表される。

各項の係数の性質を調べる。

係数の正負は重要でないので、以降は項 の係数を とし

て考えても問題ない。

係数 が自然数になるのは定義より明らか。よって、 が素数ならば

の場合を除いて係数は の倍数になる。又、 が整数ならば項 の係数の絶対値が にな

る事も計算よりわかる。

指数の最大公約数が の時、 と置け が成り立つので は

の約数である。さらに、 が自然数は明らかなので、 は が

素の場合同様に の倍数である。



表 の値
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表 の値

＼

表 の値
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